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Dans le monde o1 nous évoluons beaucoup de phénomeénes sont percus par nos cing sens,
mais aussi par des mesures de grandeurs qu’on rencontre dans la nature. Ces grandeurs sont
généralement dépendantes les

unes des autres, chose qu’on peut exprimer par une loi ou une relation.

Par exemple, la pression p, la température ¢ et le volume v d’'un gaz sont liés par la loi :

pv = kot; ou kg est une constante caractéristique du gaz.

1.1 Généralités

1.1.1 Notion de fonction

L’étude des fonctions réelles d’une variable réelle est le principal objet du cours de Mathsl1.
Dans ce chapitre, on introduit la notion de fonction réelle ainsi que certaines propriétés
générales qu’on approffondira dans les chapitres suivants en plus de nouvelles notions de

mathématiques.

Définition 1.1. On appelle fonction réelle d’une variable réelle définie dans un en-
semble X C R, X # (0, toute opération ou procédé f qui a tout élément = € X, fait

correspondre au plus un élément y € R.
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On note :
fr X — R
x — y=f(z)
Remarque 1.1. :

1) x est dite variable indépendante ou argument et y la variable dépendante de

2) Si x=x0€ X , alors yo = f(xo) est la valeur prise par la fonction f au
point xg.

3) L’ensemble X est appelé domaine de définition de la fonction f si pour chaque
x € X, il existe un unique y € R tel que y = f(z).et dans ce cas la fonction f est une
application.

1l est clair qu’une application est une fonction, alors qu’une fonction n’est pas toujours

une application. voir 'exemple suivant:

Exemple 1. :
f:r Ry, — R

2

z=1" — y=t

n’est pas une application puisque pour chaque x € RY , il existe deux images y = f(x).

Définition 1.2. :Lorsque la variable indépendante x parcourt X | alors la variable y

décrit dans R un ensemble, appelé ensemble de valeurs de f ou ensemble image de
X par f, noté f(X) ou Imf . On a:

f(X)=Imf={yeR :JzeX,y=f(x)} CR.

Remarque 1.2. :

1) La relation fonctionnelle entre x ety donnée par la formule y = f(x) est dite fonction
explicite ou terme général de la fonction.

2) La donnée d’une formule y = f(x) ne suffit pas o définir une fonction. Il est nécessaire

d’indiquer le domaine de définition de la fonction.

Exemple 2. 1) La formule y = /1 — 22 définit une fonction si et seulement si /(1 — x?) >
0, c’est a dire si X = [—1,1] , qu'on note y=+1—2%2, -1 <z <1;

2) y=—
3) y:smx7vx7é0 g ST

4) y=+/In(sinx) est définie sur l’ensemble discret suivant: {:C = g + 2km, k € Z.} :

, —l<xz<1;

n’est pas définie en x = 0.
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1.1.2 Graphe d’une fonction.

Soit f: X — RetY = f(X) . Considérons le repére cartésien Ozy.

Définition 1.3. On appelle graphe de la fonction f le lieu géométrique des points M (x,y) tels
que x € X et y= f(z).

En notant le graphe de f par G¢, on a :

Gr={(z,y) eR*:zeX,y=flr)} ={(z,f(x) eR*, z€ X} CX xY = X x f(X).

Représentation géométrique

D’apreés la définition d’une fonction, toute droite parallele & Oy d’équation x = xg, g € X ,
coupe le graphe G en un seul point My(zo, o) o0t Yo = f(xo). De ce fait, le graphe d’une
fonction est une ligne (C),

appelée courbe représentative de la fonction y = f(x), * € X ou courbe d’équation
y=f(z), xe X.

Inversement, soit G un sous-ensemble de X x Y ou X,Y C R. On veut savoir si G peut

étre le graphe d’une fonction f : X — Y | c’est a dire G = G . On démontre que:
Vee X, dlyeY:(r,y) eG<=3ITf: X —Y:G=0Gy.

Remarque 1.3. Si toute droite paralléle a Ox coupe l’ensemble G en un seul point , alors

on peut considérer G comme étant le graphe d’une fonction x = h(y) ,y € Y.

Exemple 3. :1) y=ax+b,Vr € R (a,b € R)

2” 2

2) Fonction” signature ”. On appelle fonction “signature ” ou "signe” , la fonction suiv-

ante:
+1 six >0,

Yy = sgnx = 0 stz =0,

-1 st <0.

3)

22 six<0.

{ VvV sixz >0,
y:
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Remarque 1.4. Certaines fonctions peuvent me pas étre représentées géométriqguement.

Par exemple: la fonction de Dirichlet, définie par:

lsizeQ,
y:
0sizegdQ

ne peut étre représentée géométriquement a cause de la densité de Q dans R.

1.1.3 Opérations sur les fonctions
Egalité, inégalité

On dit que les fonctions f et g sont égales sur un ensemble X C R si elles sont définies
sur X et si f(z) = g(z),Ve € X. On note, dans ce cas: f = g sur X. De méme, on définit

les inégalités entre f et g sur X par:

(1) [f<g sur X < f(x) <g(x), Vz € X ;

(1) f<g sur X < f(z) <g(x), Vo € X;

Opérations arithmétiques

Définition 1.4. Soient f,g : X — R deux fonctions et A € R. On définit les opérations
suivantes:

i) la somme de f et g est la fonction définie sur X par :
(f +9)(x) = f(x) +g(z) Vo € X ;
1) la différence de [ et g est la fonction définie sur X par :
(f =9)(z) = f(z) — g(x), Vo € X .
tit) le produit de f et g est la fonction définie sur X par :
(f-9)(x) = f(x).9(x), Vo e X;
i) le produit de f par le scalaire \ est la fonction définie sur X par :
(Af)(@) = Af(x), Vo e X ;

v) le rapport de f par g, si g # 0, est la fonction , définie sur X par :

Ny 20 e o
(5) =50 voe X ot 0
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Composition de fonctions

Soient f: X — Retg : Y — R telles que f(X) C Y. Alors on définit une nouvelle

fonction, appelée fonction composée de f par g, définie sur X par:

(gof)(x) = g(f(z)), Vo € X .

qu’on peut représenter comme suit :

/
X =
N

e
s

gof

Exemple 4. 1) Soient f(z)=2* et g(xr) =sinz, Vz €R. Ona :
fog() = f(g(e)) = fsing) = sin’z et go f(z) = g(f(x)) = g(o?) = sina?, ¥z € R.

2) La fonction h(x) = 1 —23, © € |—o00,1], est la composition de f et g, h = gof,
ou f(x) =1—-2° =y, v € R, gly) = Vy, y > 0, dou h(z) = g(f(z)) = g(1 —2°) =
V1—a3 x€]|-o00,1].

Remarque 1.5. Comme le montre l’exemple précédent, on a, en général, fog # gof .

Restriction. - Prolongements

Définition 1.5. Soit une fonction f : X C R — et X7 C X .On appelle fonction
restriction ou la restriction de f au sous-ensemble X, la fonction f, définie sur X1,

telle que:

f(@) = f(z) Vo e X,

qu’on note, généralement, par: fix,, c’est a dire que f = fix, sur X;.

Définition 1.6. Soit la fonction g : X1 — R et X1 C X. On appelle prolongement de g

a l’ensemble X, toute fonction f, définie sur X, telle que/

flx) =g(x), Vx € X1 dest a dire que f = gsurX;.

Remarque 1.6. La fonction f admet une seule restriction sur Xi, tandis que g peut ad-

mettre une infinité de prolongement sur X.
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Exemple 5. 1) Soit f(z) =sinz ,z € R. f(x) =sinz, x € [0,27] est la restriction de f
a Uintervalle [0, 27] .
2) La fonction f(z) =1 —cos?z est la restriction de f(z) = sinz sur [0,7]. En effet,
dans cet intervalle, on a:
sinz = /1 — cos? .
2?2 six >0, 2% six >0,

3) Les fonctions fi(z) = et fo(x) = sont deux pro-
—x sx<0. ef—1stx<0.

longements de la fonction g(z) = 22, x € [0, +o00[ & l’ensemble R.

1.1.4 Propriétés générales des fonctions réelles

Soit f : X — R. Etudier la fonction f revient & déterminer ’ensemble de ses valeurs et
tracer son graphe. Or il est impossible de le tracer point par point si X est infini . Dans ce
cas, on établit les propriétés générales de cette fonction permettant de déterminer son allure
ou son comportement dans des intervalles ou au voisinage de certains points remarquables.
Ces propriétés concernent la variation , la parité, les intersections avec les axes, la périodicité

etc. Dans ce paragraphe, on étudie certaines de ces propriétés.

Parité . Fonctions paires et impaires

Définition 1.7. On dit qu'un ensemble X C R est symétrique (par rapport a zéro) si:
Ve:(xe X = —z e X).
On note , dans ce cas, X = —X.

Exemple 6. 1) Les ensembles R Z Q, ]|—a,a[, [-2,—1] U[L,2] sont symétriques.

2) Les ensembles N, [—1,1], U [2km, (2k + 1)7| ne sont pas symétriques.
kez

Définition 1.8. Soit f: X — R, X = —X. On dit que:
i) [ est paire sur X si f(—x)= f(x), Vx € X ;
ii) f est impaire sur X si f(—z)=—f (z),Vre X.

Géomeétriquement, si f est paire, alors son graphe est symétrique par rapport a 'axe des
ordonnées Oy , et si f est impaire, alors il est symétrique par rapport a ’origine des axes.
Exemple 7. 1) y =1 — 2?2 est paire sur X =[—1,1].

2) y= x+ 2% est impaire sur R.
3) y =%+ x nlest ni paire , ni impaire.

4) y = |z| est paire sur R.
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Périodicité. Fonctions périodiques.

Définition 1.9. On dit que la fonction f : X — R est périodique s’il existe un nombre
a >0 tel que:
1)Vr e X, alors t+a€ X etz —a€ X,

2) [ vérifie la propriété suivante, appelée propriété de périodicité :
flr+a)=f(z), Ve e X .
Remarque 1.7. Si f est périodique, vérifiant la propriété (4) , alors on a: x + ka € X et
flz+ka) = f(x), Vo € X,Vk € Z.
En effet, on a, d’aprés la propriété (4) :
flz—a)=f((z —a)+a)= f(z), Vo € X.

FEt alors:

flx+ka)=f((z+(k—-1)a)+a)=f(zr+(k—1a)=..=flr+a)= f(z),VE>O0.

Définition 1.10. Soit f wune fonction périodique . On appelle période de f le nombre
T > 0, égal au plus petit des nombres o > 0 wvérifiant la condition de périodicité (4) :

T =min{a >0: f(zr+«a) = f(z), Vx € X} > 0. (5)
Dou: f(z+T)= f(z), Vo e X.

Remarque 1.8. 1) Si f est périodique, de période T, alors il suffit d’étudier sa restriction
sur un intervalle de longueur T, de la forme [zo,xo +T] o xq € R et choisi convenable-
ment.

2) Certains auteurs désignent par période tout nombre o > 0 vérifiant la condition (4) de

périodicité.

Exemple 8. 1) y =sinz et y = cosx sont périodiques, de période égale a 2.
2) y=tanz ety = cotanz sont périodiques, de période égale & .
3) La fonction de Dirichlet définie par:

fo) = lsix gQ,

8

{OSimGQ,
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est périodique. En effet, pour « € QF, on a :
flz+a)=f(x),Vo eR.

Cependant, suivant notre définition de la période, cette fonction n’admet pas de période.

Monotonie. Fonctions monotones

Soit f: X — R et I C X.

Définition 1.11. On dit que la fonction f est:

i) croissante ( resp. décroissante) sur I si :

Ve,o' € I (z <o’ = f(x) < f(2))) (resp. © < 2’ = f(z) > f(2));

1) strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur I si :

Ve, o € I(x < o' = f(z) < f(2')) (resp. (x < ' = f(z) > f(2')).

1it) monotone ( resp. strictement monotone) sur I si elle est croissante ou décroissante

(resp. strictement croissante ou strictement décroissante ) sur I.

Exemple 9. 1) y = x? est strictement décroissante sur |—oo,0[ et strictement croissante
sur )0, +o0[;

2) y=a> est strictement croissante sur R ; en effet, si v < 2, alors:

i)siz <0, 2 >0 onax’<0eta?®>0;

ii) si xx’ >0, on a

2 — 2" = (z — 2)(2? + v2’ + 27) < 0.

3) La fonction de Dirichlet n’est monotone sur aucun intervalle de R.

Fonctions bornées. Suprémum et infimum d’une fonction réelle

Soit f: X — Ret f(X)=Y.

Définition 1.12. On dit que :

i) [ est magorée ( resp. minorée) sur X si l’ensemble image f(X) est majoré (resp.
minoré);

1) f est bornée si elle est a la fois majorée et minorée;

i) f n’est pas bornée si l'ensemble f(X) ne lest pas;

w) [ est finie sur X si elle prend une valeur finie en tout point de X.

Symboliquement:

i) [ majorée (resp. minorée) sur X est équivalente a

9
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M € R (resp. Im € R) : f(z) < M (resp. m < f(z)), Vz € X.

Les nombres M et m sont appelés respectivement un majorant et un minorant de f .

i) f boméesurX&Elm,MeR:mgng, Vee X <= JceRf; |f(x)] <
c,Vor e X.

1ii) [ n’est pas bornée L5 VA>0,3zeX : |f(z)>A.

Définition 1.13. On appelle la borne supérieure ( resp. la borne inférieure) de f sur
X le plus petit des majorants (resp. le plus grand des minorants) de Imf, s’il existe, notée
supf = supf(x) = sup f(X) (resp. inf f = inf f(x) =inf f(X)).

b'e zeX X zeX

On note :

i) sup f < +4oo sif est majorée; inf f > —oo si f est minorée

1) —oo <inf f<sup f<+4oo si f est bornée;

i9t) sup|f| = +oo si f n'est pas bornée.
X

Remarque 1.9. Si f est bornée, alors son graphe est situé dans la bande paralléle a l'azxe

des abscisses Ox, limitée par les droites y = inf f et y =sup f.

1
Exemple 10. Un exemplede fonction non bornée est donné par f(x) = — sur)0,a] (a > 0).
T

Maximum et minimum d’une fonction

Soit f: X — R.

Définition 1.14. On dit que la fonction f admet un maximum (resp. un minimum )

au point oy € X st :

f(x) < f(@o) (resp. f(z) = f(xo) , Vo € X .

Dans ces cas, la valeur yo = f(xo) est appelée valeur mazximale ( resp. minimale) ou
mazimum ( resp. minimum) de [ sur X, noté

yo = flxo) = m)z(xxf ou Yo = I;ﬂgz_(f(a:) ou yo = max|,_, f

(resp. yo = m)}nf ou Yo = gg)r(lf(a:) ou yo = min|,_, f).

Les valeurs mazimale et minimale sont dits extrémums.

Remarque 1.10. 1) Une fonction peut atteindre le mazximum ou le minimum en plusieurs
points de son domaine de définition.

2) 1l est clair que si une fonction admet un mazimum (resp. un minimum) en xo € X alors

10
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a) f est majorée (resp. minorée )
b) on a:

yo = maxf =supf (resp. yo = minf = inf f).
X X X X

Remarque 1.11. Le mazimum et le minimum d’une fonction, s’ils existent, sont uniques.
Cependant une fonction majorée ( resp. minorée) peut ne pas admettre un mazximum (resp.

un minimum).

Exemple 11. 1) y = sinz atteint son mazimum yo = 1 et son minimum y; = —1 aux

7r s
points T = 5 + 2km et x = —5 + 2k, k € Z, respectivement.

2) y=

admet un mazimum au point x = 0 et n’admet pas de minimum sur R, mais

1
1+ 22
1

1+x2:1:ma}<1+$2 et inf1+w2:0.

3) y = x?, définie sur R, atteint son minimum au point x = 0, mais elle n’admet de

on a sup

maximum car elle n’est pas bornée sur R.

1.1.5 Fonctions inversibles
Fonctions injectives, surjectives, bijectives

Soit f : X — Y CR.
Définition 1.15. On dit que la fonction f est :
i) injective sivVr,r' € X (v # 2 = f(x) # f(2'));

it) surjective siVy €Y, dx € X 1y = f(x) ;

i1i) bijective si elle est injective et surjective.

Remarque 1.12. D’aprés la définition précédente, il est clair que l'injection, la surjection

et la bijection dépendent des ensembles de départ et d’arrivée de la fonction.

Proposition 1.1. On a les équivalences suivantes.
i)
[ injective <= (f(z) = f(2') = x =2)

< VyeY, léquation y = f(x) admet au plus une solution dans X;

11
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f surjective <= Vy €Y, l’équation y = f(x) admet au moins une solution dans X

= Y =f(X);
[ bijective <= Yy €Y, l'équation y = f(x) admet une et une seule solution dans X;
Preuve. Conséquence immédiate de la définition. m

Fonctions inversibles. Inverse d’une fonction

Soit f: X — Y C R. Alors, d’aprés la définition d’une fonction: Vx € X, dly € YV :
f(z) = y. Inversement, soit y € Y, alors I’équation y = f(x) admet généralement plusieurs
solutions ou méme aucune. Cependant s'il existe un seul x € X tel que y = f(z), c’est &
dire que toute droite paralléle a I’axe Ox passant par y = yg € Y coupe le graphe de f en

un seul point, alors on peut parler de fonction de Y dans X. On a la définition suivante.

Définition 1.16. On dit que la fonction f: X — Y C R est tnversible s’il existe une

fonction g : Y — X wérifiant les conditions :
(fog)(y) =y, VyeY et(gof)(z)=m, V€ X.
Remarque 1.13. Ces conditions peuvent s’écrire comme suit:
fog =1idy et gof =1idx
ot idy et idx sont respectivement les fonction identités dans Y et dans X.

Théoréme 1.2. Si la fonction [ est inversible de X sur'Y, alors la fonctiong:Y — X

vérifiant les conditions de la définition, est unique.

Preuve. Soient g,h : Y — X vérifiant les conditions de la définitionl) .Soit y € Y
et y = f(z), z € X. On a alors :

9(y) =z = (hof)(z) = h(f(z)) = h(y).

Doi g=h. m

12



1.1. Généralités

Définition 1.17. La fonction g : Y — X de la définition 1) est appelée fonction in-

verse ou fonction réciproque de f : X — Y et est notée f~1, c’est a dire que:

foft=idy et flof =idyx.

y=f(x), reX<=a=[(y),yeY.

Proposition 1.3. Soit f : X — Y inversible.

1) f~1 est inversible et on a: (f~1)71 = f.

2) Si f est impaire (resp.paire), alors f~ est aussi impaire (resp.paire).

3) Si f est strictement monotone, alors f~! l’est auss.

4) Sig:Y — Z est inversible, alors gof est inversible et on a (gof)™' = f~log™L.

exercice o faire par l'étudiant: montrer les résultats de la proposition.

Probléme 1. 1) On a, pour tout x € X :

2) Soity = f~H(z) <=z = f(y) = —f(~y), alors
F =)= (=fW) =F(f(=y) =—y=—f"(a)

3) Supposons f strictement croissante. Soit x,x' € Y et x < 2'. Posonsy = f~(z), v =
f~Y"). Supposons que y > 1y'. Comme est strictement croissante, alors on a v = f(y) >
f(y') = 2'. Ceci contredit l’hypothése v < x'.

4) Soit z € Z. Alors il existe y € Y, unique, tel que z = g(y). De méme il existe v € X,
unique tel que y = f(x), c’est a dire z = g(y) = g(f(x)) = (gof)(z). En plus, on a :

(frog™Holgof) = f~H (g og)of = froidy of = flof =idx
De méme, on obtient que

(gof)o(f~log™") = go(fof Hog™" = goidy og™" = gog~" = idy.

Graphe d’une fonction inverse

Soit Gy-1 = {(z, f'(x)), x € X} le graphe d’une fonction inversible f dans le repére

cartésien Oxy. Dans ce cas, d’aprés les conditions de la définition 1, on a
(,y) € G <= y=f1a), e X =z=[f(y), yeY < (y,z) € Gy,
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1.2. Limite, continuité d’une fonction

c’est & dire que le graphe de la fonction inverse f~! est symétrique au graphe G par rapport

a la premiére bissectrice d’équation y = . On a:

Grr={(z,yeR:zeX, y=f"2)}={(z (), ve X} ={(f¥),y):yeY}.

Exemple 12. 1) La fonction y = z* est inversible de R sur R et son inverse est la fonction
y=/x deR surR.
2) y = 2? est inversible de |—00,0] sur [0,+o00] et de [0,4+00 sur [0,4o00] et leurs

inverses sont respectivement y = —+/x , x € [0,400[ et y=+/z, x € [0,+o0 .

1.2 Limite, continuité d’une fonction

1.2.1 Limite finie d’une fonction en un point

Avant d’aborder la notion de limite d’une fonction a variable réelle, il est nécessaire de

définit la notion de voisinage d’un point

Définition 1.18. Soit xq € R. On appelle voisinage du point xy le sous-ensemble V de

R, contenant un intervalle ouvert I tel que xq € 1.
V C R, V :woisinage de xg <= 30 >0, |xg — 0,20 + 5[ C V.

L’intervalle ouvert centré |xg — 6, x9 + 0| est appelé d—voisinage de xo. L’ensemble des

voisinages du point xo est noté V(xo).

Remarque 1.14. I est clair que tout intervalle ouvert I est voisinage de chacun de ses

points.

Pour étudier la limite d’une fonction en un point zy € R, il peut arriver qu’elle ne soit
pas définie en ce point mais il est nécessaire qu’elle le soit au moins dans un voisinage de
ce point, sauf peut étre en ce point, dans ce cas tout voisinage du point xy auquel on a
enlevé ce point est dit 7 voisinage pointé” de xy. C’est a dire que ’ensemble V' est un
voisinage pointé de xg si V U {xp} est un voisinage de xy. Pour I’étude des limites en un
point, on adoptera dans la suite la notation suivante: x — xg pour dire que la variable x
tend indéfiniment vers z( sans jamais ’atteindre.

Soit, donc, y = f(z), une fonction définie dans un voisinage pointé V' du point zy € R.
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1.2. Limite, continuité d’une fonction

Définition 1.19. (a I’aide des ”c — 0”) On dit que le nombre ¢ € R est la limite de la

fonction f quand x tend vers xq, si la propriété suivante est vérifiée:
Ve>0,30. >0,V e V:(0<|x—x0 <. = |f(x) —{| <e). (1)

Terminologie. On dit aussi, dans ce cas, que la fonction [ converge ou tend vers le
nombre ¢ € R quand x tend vers o ou x — x9. On note la limite par:

Jm f@) =0 ou f() — ¢
Remarque 1.15.
1) 6. signifie que 0 dépend de € : 6. = d(g). En fait § = §(xo,¢€).
2) L’expression 0 < |x — xg| < 0. est équivalente ¢ © € U = |xg — 0., 0+ 0| — {0},
c’est a dire que x appartient au O.-voisinage pointé de xo. De méme, |f(x) — | < e est
équivalente o f(z) € W = |l —e, L+ €[, c’est a dire que f(x) appartient au e—voisinage de
0. Avec ces notations, la relation 0 < |x — x¢| < 0. = |f(x) — ] < € est donc équivalente
a f(U)CW.

Cela donne la définition suivante:

Définition 1.20. (a ’aide de voisinage) lim f(z) = ¢ si et seulement si, pour tout
r—I0
voisinage W du point £, il existe un voisinage pointé U de xq tel que f(U) C W.
Symboliquement:
lim f(zx) =0<= VW € V), 3V € V(xq) : f(V —{xo}) CW (2)
T—>T0

Définition 1.21. (4 I’aide des suites) On dit que le nombre ( € R est la limite de la
fonction [ quand x — x¢, si pour toute suite numérique (x,) CV convergente vers xy,
alors la suite (y,) = (f(z,)) converge vers ¢ quand n — +o0.

Symboliquement:

lim f(z) =0 <=

T—T0

— VY(z,) CcV:(lim z,=2y= lim f(z,) =1/

n—-+oo n—-+o0o

Définition 1.22.

1) D’aprés la définition précédente, s’il existe deux suites (x,), (x) dans V  telles

que lirjp Ty = liril =z et si lim f(z,) # lirf f(z!) ou si l'une des suites
n—-+0o0o n—-+0o0o n—-—4oo n—-—+oo
(f(xn)) et (f(x))) n’existe pas, alors lim f(x) n'existe pas.
T—x0
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1.2. Limite, continuité d’une fonction

2) La définition 1) est de Cauchy, tandis que la définition 3) est de Heine.
3) Dans le cas ou [ est définie en xq, il ne faut pas confondre la limite { avec la valeur

f(zo), car on peut avoir f(xq) # ¢.

Théoréme 1.4. Les deux définitions Cauchy et Heine sont équivalentes.

Preuve. Supposons que lim f(z) =/¢ ausens de la définition 1 et soit (z,) une suite
de V' convergente vers z. Mgglfgns que limf(z,) = . Soit € > 0. Alors il existe 0. > 0 tel
que |z —xo| < 0. = |f(x) — 4| < e. Pogr ce 0. appliquons la définition de la limite de
la suite (x,). Il existe, donc, ns, € N tel que Vn > ns_, on a |z, — x9| < J. et, alors on
obtient, pour tout n > ns_: |f(z,) — ¢| < e. Ce qui signifie que limf(z,) = ¢.
Inversement supposons que lim f(z) = ¢ au sens de la déﬁnitign 3 et démontrons cette
limite au sens de la déﬁnitioi?%o On démontre cela par I'absurde. Supposons que cette

derniére proposition est fausse. Alors:
de>0, V0 >0, Jx: (0< |z —x0] < A |f(x)—1] >¢).

Comme les ¢ sont arbitraires, choisissons parmi ceux-ci une suite 4, > 0, n = 1,2, ...,

convergente vers 0. Pour chaque ¢, ainsi choisi, il existe = =z, tel que 'on ait :
|2 — @0 <0 A [f(2n) — €] > €.

Ainsi, on a obtenu une suite (z,,) telle que |x,, — x| < d,, et d,, — 0, doncon a: lim z, =
n—-s—+00 n—-+00
xo et |f(xy,) — 4| > €.

Ce qui contredit la définition de Heine. m

Exemple 13.

1) Montrons que zli_n}0 sinx = 0. Soit ¢ > 0. Pour trouver 0., on utilise ['inégalité suivante:
|sinz — 0| = |sinz| < |z| , Vz € R.
D’apres cette inégalité, il est clair que pour tout 0. < € , on obtient :
|z] < 6 = |sinzx| < €.
2) La fonction y = |sgnx| est définie sur V =R. On a:
xh_n}o [sgna| = xliglol =5
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1.2. Limite, continuité d’une fonction

alors que sgn0 = 0.
3) La fonction y = f(x) = sin T wa pas de limite quand v — 0. Pour cela, montrons que
x

la propriété de la définition 2 n’est pas vérifiée. En effet, soient les suites (x,) et (z})
définies par:
1 , 1
Tp=— et T, =
n

,n=12, ..

1+2
5 n

On a alors: limz,, = limz), =0 et
n n

. o B . N (T _
nl_lH_loof(In) = nl_lE{loo sin (nm) =0, n1—1>1-il-’loof($n> = nl_lEI’_loo sin 5 T 2nm) = 1.

Ce qui contredit la définition de Heine.

1.2.2 Limites latérales en un point

Dans la définition de Cauchy de la limite en un point, la fonction est supposée définie a
droite et & gauche de ce point. Or souvent, on a besoin d’étudier une fonction aux bords
des intervalles de son domaine de définition . Dans ces cas, il est nécessaire d’introduire la
notion de limite & droite et de limite & gauche d’une fonction en un point.

Soit y = f(x) une fonction définie sur un ensemble V' contenant un intervalle de la forme
|z, al (a > xg) ( resp. |b,xo[ (b < zp). Dans la suite, on adoptera les notations suivantes:
r— x9+0 ou x — xp. ou x — xg pour dire que x tend vers xg & droite ou par

r>x0

valeurs supérieures et ©* — 29— 0 ou * — xy_ ou x — o pour dire que = tend vers
x<x0

Zo & gauche ou par valeurs inférieures.

Définition 1.23. On dit que le nombre ¢ € R est la limite a droite (resp. la limite a
gauche) de la fonction f quand x — w9, (resp.x — xo_) si la propriété suivante est

vérifiée:

Ve>0, 30, >0, Vz eV :(zg<z<z9+6 = |f(z) — (]| <e )

(resp. Ve >0, 30, >0, Ve € V : (0 — 0 <z < mg = |f(x) — 1] < ¢)).
On note ces limites par:

flzo+0)= lim f(x)=¢ ou lim f(x)=4{ ou lim f(z)=".

z—x0+0 T——T0 T—T0
xr>x0
(resp. f(xg —0) = lim Of(x) =/{ ou lim f(x)=/Cou lim f(x)=7/).
T—To— r—T0— Tr—>T0
x<xo

De méme que pour les limites tout court, on a la définition équivalente suivante:
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1.2. Limite, continuité d’une fonction

Définition 1.24. On dit que le nombre { €R est la limite a droite ( resp. la limite a

gauche) de f quand x — xo+ 0 (resp. x — x9 — 0) si on a:

V(z,) CV, 2y > 20, n=1,2,...: (limz,, = zg = limf(x,) = (.

(4)

(resp. Y(x,) C V), x,, <z, n=1,2,...: (limz,, = vg = limf(z,) = {)

Théoréme 1.5. Le nombre { € R est la limite de la fonction y = f(z), définie dans un

voisinage pointé de xo si et seulement si les limies a droite et a gauche de f en xg sont

égales a 0 -

lim f(:c):€<:>( lim f(z)= lim f(x)zﬁ) (5)

r—>Tg T—T0o4 T—T0o—

Preuve. Elle découle des relations:

O<|z—axo| <d<= (rp—d<z <2V 20 <T<T0+0).

Exemple 14.
1) Soit la fonction:

On a alors:

lim f(z)= lima*=0 et lim f(x)= lim (—2) =0,

z—040 r—0 z—0-—0 z—0
d’ou: lim f(z) = 0.
z—0
||

2) Montrons que lir% ,S9ne = limo— n’existe pas. En effet, par définition de y =sgnx, on
xr— r—0
a:
lim sgnr = lim — = lim 1=1
r—040 x—0 r—040

et

. .~ .

lim sgnr = lim — = lim (—1)=—1.

r—0—0 x—0 z—0—0

D’ou, d’aprés le théoréme précédent, lim sgnx n’existe pas.
r—0
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1.2. Limite, continuité d’une fonction

1.2.3 Limite a ’infini

Rappelons qu'un voisinage de l'infini est un sous-ensemble V' C R contenant un intervalle
ouvert de la forme |a, +oo[ ou |—o0,a] (a € R)

Symboliquement:
V : voisinage de + 0o <= Ja € R: ]a,+oo[ C V;
V : voisinage de — oo <= Ja € R: |—o0,a] C V.
On notera ’ensemble des voisinages de I'infini par V(o0).

Exemple 15.
1) Tout intervalle ouvert non borné est un voisinage de l'infini.
2) Les ensembles N, Z et Q ne sont pas des voisinages de l”infini.

3) R = |—00, +00| est un voisinage de x, Yx € R. De méme, R est un voisinage de +oc.

Notation
Soit y = f(z) une fonction définie sur un voisinage V' de l'infini. Dans ce point, on

définit la limite d’une fonction quand la variable tend vers I'infini.
On adoptera les notations suivantes:

1) © — 400 pour dire que x croit indéfiniment vers +oo, c’est a dire que pour tout

A >0, il existe r > A,

2) x — —oo pour dire que z décroit indéfinimentend vers —oo , c’est & dire que pour
tout A > 0, il existe z < —A et 3) © — +oo ou x — oo pour dire que = tens vers +00

ou vers —oQ.

Définition 1.25. On dit que le nombre £ € R est la limite de la fonction f :

i) quand x — +00 si:
Ve>0,dA>0, Ve eV : (z>A=|f(x) —{] <e€); (6)
1) quand T — —00 Si :

Ve>0,dA>0, Ve eV :(z < —A=|f(z)— 1] <e); (7)
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1.2. Limite, continuité d’une fonction

1it) quand x — 00 si:
Ve>0,dJA>0, Ve e V:(Jz| > A= |f(zx) — {] <e). (8)

On note successivement ces limites par:

i) f(—i—oo):xiriloof(x)zﬁ ou f(zr) — L ou f(x) — L (x — +00);

i#) f(-o0)= lm () =L ou [(x) > ou f(r) — 0 (x— —o0);
15t) f(o0) = 373h_r)noof(av) ={ ou f(x) — ¥ ou f(z) — L (x — 00).

On a la définition suivante équivalente a la définition précédente.

Définition 1.26.

i)

déf.

dim f() = £ EB V(a,) C V: (lima, = +oo = Hmf(x,) = 0 (9)
i)
limf(z) = ¢ ELz) Vo (limz, = —o0 = limf(z,) = 0);  (10)
i)
lim f(z) = ¢ L) Ve (lima, = 00 = limf(z,) = 0). (11)
Exemple 16.

1 1
1) lim — = 0. En effet, soit e > 0. Si on choisit A > —, alors on aura:

r—oo €
1 1

Ve:|z| >A=|—| < —<e€.
T A

v/ sin x

2) lim n’existe pas, carsinx prend des valeurs positives et négatives au voisinage
r—+400 €T
de linfini.
s
3) linj arctgr = 5 En effet, soit € > 0. D’ aprés l'inégalité:
T—T 00

m m T T
arctgx—a‘:§—arctgx<6<:>arctgx>§—e<:>x>tg<§—e>_

1l suffit, donc, de prendre A >tg(g —€

).

1.2.4 Théorémes sur les limites

Les résultats suivants sont analogues a ceux des suites numériques (chapitre II), et ce grace
a la définition 3 du point 4, §2. Pour cela, nous donnons les démonstrations que pour les

autres résultats.
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1.2. Limite, continuité d’une fonction

Unicité de la limite

Théoréme 1.6. La limite d’une fonction, si elle existe, est unique.

Preuve. Démonstration . On peut faire une démonstration analogue a celle de
I'unicité de la limite d’une suite numérique en vertu de la définition 3) du point 1 ( voir
théoréme 1 du point 17, §4, chapitre II).

Cependant, on donne une autre démonstration basée sur la définition 2) du point 1, c’est a
@, Wy =10 —e by +¢[, Wo=
0o — €,05 + €] . D’apres la définition 2) du point 1, il existe un voisinage pointé V] de zg tel

que f(V1) C Wi et un voisinage pointé Vs de xq tel que f(Va) C Wa. Soit V =V, NV, # ().

dire de maniére topologoque. Supposons ¢ # {5 et posons € =

Il est clair que V' est un voisinage pointé de zo et V' C Vi, V C V;, donc on devrait avoir
f(V) Cc Wy et f(V) C Wy cest a dire que f(V) C Wy N Ws. Or ceci est impossible, car
WiNWy=0.Donc ¢; =/5. m

Propriété locale

Théoréme 1.7. Si lim f(x) ewxiste quand © — xy (ou = — 00), alors la fonction f

est bornée au voisinage de o (ou de linfini).

Preuve. Soit lim f(z) = ¢ . Pour ¢ > 0, 30, > 0 tel que |f(z)—/{| <€, Vx €
T—T0

|zg — 0e, kg + 0] . Ce qui est équivalent a:
(—e< f(z)<l4e€ six€|rg— e, a0+ 0.

C’est a dire que f est bornée dans le )—voisinage de xy. La démonstration est analogue

danslecasoll 2 — 0. W

Remarque 1.16. On a vu que si une suite numérique (x,) converge, alors elle est bornée,
c’est a dire que tous les termes de cette suite sont majorés dans leur ensemble en valeur
absolue, tandis que pour une fonction a variable continue, cette propriété est locale, c’est
a dire que la fonction est bornée dans un certain voisinage de xqo et non pas dans tout son

domaine de définition.

Passage a la limite dans les inégalités

Comme pour les suites, on a les théorémes suivants concernant le passage a la limite dans

les inégalités.
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1.2. Limite, continuité d’une fonction

Théoréme 1.8. Soit f et g deux fonctions définies sur un voisinage pointé de xy ou de
Uinfini telles que lim f(x) = ¢1, limg(z) = {3 quand x — 9 ou T — o0 et {1 < la,

alors il existe un voisinage V' ,pointé de xy ou de linfini, tel que f(x) < g(z).

Preuve. Elle est analogue a celle des suites (voir théoréme 3 du point 20, §4, chap. II).

by —1
’13 2|, Wl :]61—6,614-6[, W2 :]62—6,624-6[.

D’apres la définition 2) du point 1, il existe un voisinage pointé V; de xq tel que f(V;) C W,
et un voisinage pointé V5 de g tel que f(V3) C Wa. Soit V = Vi N V; # . 1l est clair que

Supposons ¢; # l5 et posons € =

V' est un voisinage pointé de xg et V' C Vi, V C V5, donc on devrait avoir f(V) C W et
f(V) C Wy c’est a dire que f(V) C WiNWs. Or ceci est impossible, car W NW, = (). Donc
by = L.

Soit ¢ un nombre tel que ¢ < ¢ < 5. D’aprés la définition 2) de la limite ( voir le point 1),

en I'appliquant respectivement aux (¢ — ¢;)—a il existe un voisinage pointé V; de xq, pour m

Corollaire 1.1. Si m < f(z) < M dans un voisinage de xy ou de l'infini et si lim f(x) =

¢ quand v — x9 ou x — 00, alors
m<{< M. (12)

Corollaire 1.2. Si f(z) > 0 (resp. f(z) < 0) dans un voisinage de xo ou de l'infini et si

lim f(z) = ¢ quand © — x¢ ou x — 00, alors
(>0 (resp. £ <0). (13)

Théoréme 1.9. Si lim f(z) = ¢ quand v — xy ou © — oo , tel que ¢ > a (resp.
¢ < b) , alors il existe un voisinage V de xo ou de linfini tel que f(x) >a (resp.
f(z) <b),Vx eV, x# x.

Preuve. Elle est analogue a celle des suites (voir théoréme 2 du point 20, §4, chap. II).

Corollaire 1.3. Si lim f(x) =¢ ({#0) quand x — x¢ ou x — oo, alors il existe un
voisinage V' de xo ou de l'infini tel que
14
|f(x)] >’—2’, Ve eV, x # x. (14)
: 14 : 1
Si £ >0, alors: f(x)>§ >0etsi ¢ <0, alors: f($)<§<0, Ve eV, x # x.

4]

Preuve. Application du théoréme 2) pour a = 5 [ ]
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1.2. Limite, continuité d’une fonction

Opérations sur les limites

Comme pour les limites de suites, on peut faire des opérations arithmétiques sur les limites

de fonctions.

Théoréme 1.10. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de xqo , sauf peut
étre en xy ou au voisinage de linfini telles que lim f(z) = ¢ et limg(x) = ¢ quand

r — 2o OU,(L’—>OO,(IZO7”8.'

i) lim(f(x)xg(x)= £/ (15)
il) lim (f(x).g(x)) = 0.0 (16)
iii) lim (A\.f(z)) = Al (A €R); (17)
iv) lim (%) = g st g(x)#0, £ #0; (18)

|

)
v) lim|[f(z)| = |¢]. (19)

Preuve. Elle est analogue a celle des opérations sur les limites de suites. Voir point 21,

§5, chapitre II. =

Exemple 17.
1)

(x+ 1)(x+2)*(x+3)3 x(1+l)x2(1+ 2)2x3(1+§)3
e e

= g}ifolo(“ri) <1+%>2(1+§>3:(1+0)(1+0)(1+0):1

2) On a lim(cos?z +sin’x) = 1, mais lim cos?z et lim sin®x n'existent pas.

Tr—00 T—00 Tr—00

1.2.5 Limites infinies
Soit y = f(x) une fonction définie dans un voisinage V' pointé de zy ou de l'infini.

Définition 1.27. On dit que la fonction y = f(x) tend vers +oo (resp. vers —oo ) quand
T — Tg St:
VA > 0,304 >0,Vz €V :(0< |z -] <de = flzx)>A)
(resp. (0 < |z — zo| < 6 = f(z) < —A)).

On note dans ce cas:

lim f(z) = +oo. (resp. lim f(z) = —o0).

T—xo T—xo
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1.2. Limite, continuité d’une fonction

Remarque 1.17. Dans le cas ou f tend +oo, on note lim |f(x)| = +oo, c’est a dire:

T—T0

VA>0,304>0,VzeV:(0<|z—z| <da=|f(2x)] > A).

De la méme maniére, on définit:

i) lim+0f(x) = 400 (resp. —oo )&
T—T0

VA>0,30.>0Ve eV :(xg<z<z9+de = f(x) > A (resp. f(z) < —A)).

ii) lim f(z) = 400 (resp. —o0) S

r—xg—0
VA>0,36.>0,Ve e V:(zg—0. <z <z9g= f(x) > A (resp. f(z) < —A)).

iii) lim f(z) = 400 (resp. —o0) &y

T——+00
VA>0,3A,>0,Vz eV :(z>As= f(x) > A) (resp. f(x) <—A)).

iv) lim f(z) = +oo (resp. —o0) &y

T——00

VA>0,3A, >0, Ve e V:(z < —Ay = f(z) > A (resp. f(z) < —A)).

Les figures suivantes représentent les différents cas de limites infinies.
Par la suite, pour plus de commodité dans le langage, on dira qu’'une fonction f est
infiniment grande ou est un infiniment grand quand = — zo € R si lim f(2) =
T—T0

0o. De méme, on dira qu’'une fonction f est infiniment petite ou est un infiniment

petit quand = — 29 € R si lim f(x) = 0.

T—T0

Théoréme 1.11. 3) lim f(z) = { # 0 <= «(z) = f(x) — € est un infiniment petit
(z — m0) <= f(2) = ( + a(z), lima(z)=0.

1) La somme et le produit d’un ;;;;bre fini d’infiniment petits est un infiniment petit.

i) Le produit d’une fonction infiniment petite par une fonction bornée est une fonction
infiniment petite.

w) Si f est infiniment petite (resp. infiniment grande) (v — xo) et si f(x) # 0
dans un voisinage de xo, alors la fonction — est infiniment grande (resp. infiniment petite)

f

(x — xo).

Preuve. i) Ona lim f(z) =¢# 0 <= lim (f(z) —¢) = 0.
T—T0 T—xQ
ii) C’est une conséquence des relations 15) et 16) des propriétés i) et ii) du théoréme sur

les opérations sur les limites.
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1.2. Limite, continuité d’une fonction

iii) Soit lim f(z) =0 et h une fonction bornée sur un voisinage Wy de xg, c’est a dire :
aM € R*x;;loque |h(x)] < M, Yo € W,y. Montrons que le produit f.h est un infiniment
petit dans le cas xy € R. Soit, donc, € > 0 . Posons ¢ = % > 0. D’apreés la définition
de la limite, 30 > 0 tel que (0 < |z — x| < 0 = |f(z)] < €’). Dans ces conditions, si
O<|r—mo| < etz €Wy,ona:

|f(z).h(z)] < .M = e

Ce qui signifie que lim f(x)h(x) = 0. La démonstration est analogue dans les autres cas.
T—x0
iv) La démonstration est analogue a celle des suites infiniment petites et infiniment grandes.

sin x

1
=0. Eneffet, ona: lim—=0et |sinz] <1, Vo€ R. D'ou

Exemple 18. 1) lim
T

r—o0 I
le résultat, d’aprés la propriété iii).

2) xsinx est non bornée, mais elle n’est pas infiniment grande.

Remarque 1.18. Les opérations sur les infiniment petits et infiniment grands peuvent
00
0

. . 0
mener & des formes indéterminées telles que: 0 = ,00%, 0o — 00, 0.00,0°, 1.
00

1.2.6 Critéres d’existence de la limite

Comme pour les limites d’une suite numérique, il existe des critéres analogues permettant
d’affirmer si une fonction posséde une limite en un point ou a l'infini. Nous citerons ces
critéres sans démonstration, car celles-ci sont analogues a celles des suites en vertu de la

définition de la limite d’une fonction a 1’aide des suites

Critére de la fonction intermédiaire

Ce critére est analogue a celui des trois suites.

Théoréme 1.12. Soient f,qg,h trois fonctions définies dans un voisinage V' pointé de xg
ou de linfini telles que:

1) g(z) < f(z) < h(z), Ve €V

2) limg(z) =limh(z) =0 € R (v — x9 ou x — 00),

alors lim f(z) =0 (r — xy ou T — 00).

Preuve. Elle est analogue a celle du théoréme des trois suites (voir le théoréme du point
23, chap.Il). m
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1.2. Limite, continuité d’une fonction

Limite d’une fonction monotone

Théoréme 1.13. Soit f wune fonction croissante sur un intervalle ( borné ou non ), I =
(a,b) (a,b € R). Si elle est majorée (resp. minorée) , alors la limite:

mggriof(x) = ?Bgf(x) (resp. xgzr}rof(x) = (glbf) () ) existe.

Si elle n'est pas majorée (resp si elle n’est pas minorée), alors:

lim f(z) =400 (resp. lim f(x)= —o00).

x—b—0 r—a+0

Preuve. Démontrons le cas oul f est majorée. Dans ce cas, M = supf(x) existe. Alors
(a,b)
Ve > 0,3z, € (a,b) tel que M —e < f(x,) < M. Comme [ est majorée et croissante,

alors on a :

flz) < M (Vz € (a,b)) et f(z.) < f(x), x. <x<b.

En posant § = b — z. > 0, on obtient:
M—-e<fle)SM<M+e, b—0<z<b.

Ce qui signifie que
lim f(z)= M.

z—b—0
Supposons, maintenant, que f n’est pas majorée. Alors VA > 0, Jz4 € (a,b) tel que

f(za) > A. Comme f est croissante, alors, en posant § = b — x4, on obtient:
fx) > f(xa) >A, b—d<x<hbh.

Ce qui signifie que:

lim f(z) = +o0.
z—b—0
La démonstration est analogue dans le cas ol f est minorée ou non minorée. ®

On a un théoréme analogue dans le cas ou la fonction f est décroissante.

Théoréme 1.14. Soit f wune fonction décroissante sur un intervalle (borné ou non) I =

(a,b) (a,b € R). Si elle est minorée (resp magorée) sur I, alors la limite

mggriof(x) = 1I11ff(a:) (resp.xgzr}rof(x) = Sl}pf(I) ) existe.

Si elle n'est pas minorée (resp. n’est pas majorée), alors :

lim f(z) = —o0 (resp. lim f(x) = +00).

z—b-0 x—a+0
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1.2. Limite, continuité d’une fonction

Preuve. Elle est analogue a celle du théoréme précédent en changeant le majorant par

le minorant et les inégalités. m

Théoréme 1.15. Soit f wune fonction croissante (resp. décroissante ) sur un intervalle
(borné ou non) I = (a,b) (a,b € R) . Alors, pour tout zy € la,b[, les limites latérales

f(xg+0) et f(xg—0) existent et on a :
f(zo = 0) < fzo) < flao+ 0) (resp. f(zo+ 0) < f(z0) < f(z0 — 0)).

Preuve. Elle est une conséquence des théorémes 1) et 2) précédents dans les cas [ =

o, bl et [ =]a,xo[. m

Critére de Cauchy

Comme pour la convergence des suites numériques, le critére de Cauchy est un critére

universel pour établir si une fonction a une limite ou non.

Définition 1.28. (Critére de Cauchy en un point) Soit f une fonction définie dans
un voisinage V' pointé de xo. On dit que f vérifie le critére de Cauchy en xq si elle

vérifie la propriété suivante :

Ve > 0,30 >0,Va' 2" €V
(0< |2/ —mo| <ONO < |2" —2o| <0 = |f(2)) — f(2")] <€). (26)

Définition 1.29. (Critére de Cauchy a l’infini) Soit f une fonction définie dans un
voisinage V' de linfini. On dit que f vérifie le critére de Cauchy a linfini si elle véri-

fie la propriété suivante :
Ve > 0,34 >0,Ve, 2’ e V:(Jz| > AN 2| > A= |f(x) — f(2')] <e). (27)

Théoréme 1.16. Soit y = f(x) une fonction définie dans un voisinage V' pointé de xq ou
de Uinfini. Alors pour que la limite : lim f(x) (x — z¢9 ou x — o0) existe, il faut et il
suffit qu’elle vérifie le critére de Cauchy en xy ou a l'infin.
Preuve. Condition nécessaire. Soit lim f(z) = ¢ € R . Montrons que la fonction
r—x0

f vérifie le critere de Cauchy en zy. Soit € > 0. Pour ¢ = €50 , 30 >0, Vx
2

0 < |z—m <0 = |f(x)—4¢] < € ). Alors Vo', 2" tels que 0 < |2/ —zo| < §
et 0 < |z” —zo| <d,ona: |f(a)—L <€ et |[f(a")—{] <. Dou

[f(@) = f@) = f@) =+ L= f@") < |f@) =+ [f(@") =l <€+ =€
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1.2. Limite, continuité d’une fonction

Condition suffisante. Supposons que f vérifie le critére de Cauchy. Montrons que la limite
ILm f(x) existe. Pour cela utilisons la définition 2) du point 2, §1, de la limite d’une fonction.
aéoimto, donc, (z,) une suite numérique convergente vers xy. D’apres le critére de Cauchy pour
les suites, il suffit de démontrer que la suite (f(z,)) est de Cauchy. Comme f vérifie le
critéere de Cauchy, alors: Ve > 0, 36 > 0 tel que Va',z” veérifiant : 0 < |2/ — 2| < §
et 0<|z"—x9|<d, ona |[f(z')— f(2")] <e. Comme nkrfooxn = xy , pour ce méme
>0, dns € N, Vnom € N telsque n>ns et m >mns,ona: |r,—z9 <0 et
|z — x| < 6. D’ow:

|f(zn) = flam)| <e

Ce qui signifie que la suite (f(z,)) est de Cauchy, donc convergente. Il reste & montrer que

pour toutes les suites (z,) convergentes vers g, alors les suites (f(z,)) convergent toutes

!/

') deux suites convergentes

vers la méme limite ¢ € R. En effet, soient (z,) et (x
vers xg. D’aprés la premiére partie de la condition suffisante, on a lim f(z,) = ¢ et
n—-+00

') convergent vers la méme limite z, alors

lim f(z!) = ¢'. Comme les suites (x,) et (a,

n—-+o0o
la suite xy, 2}, x9, 25, ... ,x,, 2, ... converge aussi vers xy. Dans ces conditions, la suite

f(x1), f(z)), f(z2), f(zh), ..., f(zn), f(x]), ... est aussi convergente. Si ¢ # ¢, on

obtiendrait deux sous-suites de cette suite convergeant vers deux limites différentes , ce qui

n’est pas possible. Donc /=/. m

1.2.7 Limites des fonctions usuelles. Limites remarquables
Limites de fonctions usuelles

Dans ce paragraphe, nous poursuivons 1’étude du comportement des fonctions usuelles aux

bords de leurs domaines de définition.

Théoréme 1.17. On a les égalités suivantes:
i)

. o +o0o ,Va >0,
lim z% =
T—+00 0,Va<O0.

ii)
) 400 , a>1,
lim a® =
0,0<a<l.

r——400
, . { 0,a>1,
1Im a” =

T—==00 40 ,0<a<1.
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1.2. Limite, continuité d’une fonction

iii)

. —o0 ,a>1,
lim log,r =
@—0+0 +oo ,0<a<1.
. 400 ,a>1,
lim log, x> =
TFoo —o00 , 0<a<1,
iv)
lim tgr = 400, lim tgr = —o00.
mﬂgfo zﬂf%JrO
V)
lim arctgr = —;  lim arct z
im arctgr = —; im arctgr = —— .
T——+00 g 2 T——00 g 2
vi)
lir+n arcctgr = 0 ; lim arcctgr =7 .

Preuve. Faisons la démonstration pour certains de ces cas en utilisant la définition
des limites de fonctions. Pour les autres cas, nous proposons au lecteur de les faire a titre
d’exercices.

i) Cas a > 0. Montrons que lim z“ = +o00. Soit, donc, A > 0. On a :

r—+00
1
|27 > A<= 2% > A<= 1> Aa.

1
11 suffit de choisir, donc, Ay = Aa.
ii) Montrons que lim a® =0 (0 <a < 1).Soit € > 0, avec € assez petit (e < 1). On a, en

+00
vertu des propriétés da la fonction logarithme:

log e
la®] < € <= |z| > 8¢~ 0.
log a
1
Il suffit, donc, de choisir A > o8¢
oga
iii) Montons que ligc}r . log, z = —o0 (a > 1). Soit A > 0. On a , en vertu des propriétés

da la fonction exponentielle :

log, 2 < —A <=z < a .

11 suffit, donc, de choisir 0 <04 < a™4.

iv) Montrons que ligrl tgr = —oo. Soit A > 0. On a, en vertu des propriétés de la
mﬂf§+0

s
fonction arctangente: pour 0 > x > —3

tgr < —A <=z < arctg(—A) <= v — (—Z

2)<arctg(—A)+g.

11 suffit , donc, de choisir : 0 <d4 < arctg(—A) + g
v) Voir 'exemple 3) du point 4, § 2. =
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Quelques limites remarquables

Comme pour les suites numériques, certaines limites de fonctions élémentaires reviennent
souvent dans les calculs, il est , donc, préférable de les établir une fois pour toute. On les

appelle limites remarquables.

Corollaire 1.4. i)

lim 2 =1 (1.2.1)
z—0 X
i)
lir%(l +2)"=e;
o 1\* (1.2.2)
lim <1 + —) =e.
T—00 €T
iii)
lim |ag + a1z + asx® + ... + an:v”| = lim |a,2z"| = +oc. (1.2.3)
iv)
00, n>m,
. ap+arx + ayr® + ...+ a,a” o apa” an
l . — ) n=m 9 1.2.4
200Dy - D1Z + baZ® + or + bpa™  wossoba™ b (124)
0, n<m

1.2.8 Continuité d’une fonction en un point

Définition 1.30. On dit qu’une fonction f est continue au point o € R si :
1) f est définie dans un voisinage V de xo,
2) lim f(x) = f (o)

D’apreés la notion de la limite d’une fonction, on a les définitions équivalentes suivantes:

f i continue en xy € R &y Ve>0,30>0,Vz e V:(0< |z —x0| <6 = |f(x) — f(zo] <€)

= Y(z) C V ( lim @, = 20 = lim f(z,) = f(a:o)).

n—-4oo n—-+4o0o

Remarque 1.19. 1) § dépend de € et de xo, § = (€, xo).

2) Comme limx =z, alors f continue en xo est équivalent a :

r—T0

lim f(z) = f(lim )

T—IQ T—IQ
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1.2.9 Continuité a droite. Continuité a gauche

Définition 1.31. On dit que la fonction f est continue & droite ( resp. & gauche) au
point xog € R si:

1) f est définie dans un ensemble contenant un intervalle de la forme [xo,a] (a > xo) (resp.
de la forme |a,xo] (a < ) );

2) f(zo+0) = f(zo) (resp. f(zo—0) = f(z0) )-

Théoréme 1.18. La fonction f est continue en xq si et seulement si :

f(xo+0) = f(xo —0) = f(x0)

Remarque 1.20. Si f est définie sur le segment [a,b], alors on dit que f est continue au

point a (resp. enb) sion a f(a+0)= f(a) (resp. f(b—0)= f(b)).

1.2.10 Fonctions continues sur un ensemble

Soit f: X — R et I CX.

Définition 1.32. On dit que la fonction f est continue sur l’ensemble I si elle est con-

tinue en tout point de I.

Remarque 1.21. Cette définition est équivalente & la suivante:

f est continue sur I si et seulement si pour toute suite (x,) C I, convergente dans I, alors:

lim f(z,) = f( lim )

n—-+o0o n—-+o0o
Exemple 19. La fonction f(x) = \/x est continue sur [0,+oo[ . En effet, soit xo >
0, alors, dans ce cas, on a:
T — Xg T — To 0
= ~ _— = = O
VT + /T Ty z—w0 /T
et si xg = 0, alors pour ¢ > 0 on prend § = €* et alors, si 0 < x < §, on obtient /T < e,

c’est a dire que li{)r}ro\/f =0=+0.

NN

Remarque 1.22. 1) La notion de continuité n'a pas de sens & linfini car f(oo) n'est pas
défini.
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2) Il existe des fonctions qui ne sont continues en aucun point de leur domaine de définition.

Par exemple, la fonction de Dirichlet:

)] 0,2€Q,
f(x)—{ 1, r e R-Q,

n’est continue en aucun point de R. En effet, soit xq € R. D’aprés la densité de Q dans
R, il existe une suite (x,) C Q telle que lim x, = xy. De méme, il existe une suite

n—-+o0o

() C R—Q telle que lim x! = xo, mais on a :

n—-4o00

lim f(xz,)=1 et lim f(z})=0.

n—-+o0o n—-+o0o

Ce qui signifie que f n’est pas continue en xo € R. Comme xy est arbitraire, alors f n’est

continue en aucun point de R.

1.2.11 Discontinuité. Classification des points de discontinuité.
Discontinuité. Prolongement par continuité.

Définition 1.33. On dit la fonction [ est discontinue en xq, ou que xy est un point de

discontinuité de f, si f n’est pas continue en ce point.

Remarque 1.23. D’apreés cette définition, f est discontinue en xq si on a l'une des condi-
tions suivantes:

1) soit f n’est pas définie en xo,

2) soit xli_)rgo f(z) n’existe pas,

) soit lim f(a) # f(a)

Définition 1.34. Si la premiére condition n’est pas satisfaite et si li_)m flz)=C€R, on
peut rendre la fonction f continue en xy en posant f(xo) = (. On dﬁt jcodcms ce cas, qu’'on
a prolongé f en xqy par continuité ou que l’on a obtenu un prolongement par continuité
en x9. Dans ce cas, on a éliminé la discontinuité et on dit que xy est un point de
discontinuité éliminable.

sinx

Exemple 20. La fonction f(x) = n’est pas définie au point x = 0, donc elle n’est pas
continue en ce point. Cependant, on peut la prolonger par continuité en posant f(0) = 1,

c’est a dire : )
sinx

f) = six #0

1 st =0.
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sin x
En effet, on a, dans ce cas, lir% = 1= f(0). Par contre, la fonction
r— €x
sin
stz # 0,
flz) = z
2 st x=0,

est définie en 0, mais elle n’est pas continue en ce point.

Points de discontinuité de premiére et deuxiéme espéces.

Définition 1.35. On dit que le point de discontinuité ro €R de f est :
1) de premiére espéce si f(xo+0) et f(xg—0) existent et sont distinctes ;
2) de deuxiéme espéce si au moins l'une des limites f(xo+0) ou f(zo— 0) n’existe

pas ou est infinie.

Fonctions continues par morceaux.

Définition 1.36. On dit qu’une fonction f est continue par morceaux sur le segment
la, b] si elle est continue sur ce segment sauf en un nombre fini de points qui sont des points

de discontinuité de premiére espéce.

Définition 1.37. On dit qu’une fonction est continue par morceaux sur un intervalle

quelconque si elle est continue par morceaux sur tout segment contenu dans cet intervalle.

Exemple 21. 1) La fonction f(x) =sgnz a un point de discontinuité de premiére espéce
en xg = 0. En effet, on a :
sgn(0+0) = xlg&sgnx = zlir&l =1,

et
sgn(0 — 0) = lim sgnz = lim (—1) = —1.

z—0— z—0—

Le saut est, donc, égal a 2.

2) La fonction f(x) = — a un point de discontinuité de deuxiéme espéce en xo = 0. En
x

effet, on a :

lim — =400 et lim — = —o0.
x—0+ 1 r—0—2

3) La fonction
1
rcos— , x <0,
x
f(x): 07 CE:O,

1
cos—, x>0.
x
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a un point de discontinuité de deuxiéme espéce en xo = 0. FEn effet, on a :

1
f(0—0)= lim f(x) = lin(l)xcos— =0,
r— €T

z—0—

et

1
f(0+0)= lim f(x) = lim cos — n'existe pas
T

o—0+ 2—0
4) La fonction f(z) = E(x) est continue en tout point x € |n,n+ 1] (n € Z) et discontinue
en tout point x =n (n € Z) qui sont des points de discontinuité de premiére espéce. Donc,
elle est continue par morceaux sur l’ensemble R. En effet, tout segment [a,b] C R contient
un nombre fini de points de Z .
5) La fonction f(x) = sin — aun point de discontinuité de deuxiéme espéce en xo = 0. En
effet, f(0+0) et f(0—0) n’existent pas.
6) Les figures suivantes représentent les différents cas de fonctions ayant une discontinuité

de premiére espéce en .

1.2.12 Opérations sur les fonctions continues
Opérations arithmétiques sur les fonctions continues

Théoréme 1.19. Soient f et g deux fonctions continues au point xq € R. Alors les fonc-

tions f £q, f.g, \f, / ( si g(xg) #0), |f| sont continues au point xg.
g

Preuve. Conséquence du théoréme sur les opérations sur les limites de fonctions. m

1.2.13 Continuité des fonctions composées

Théoréme 1.20. Soient f une fonction continue au point xqg € R et g une fonction con-

tinue en yo = f(xg) . Alors la fonction composée gof est continue au point xy.

Preuve. Soit (z,) une suite appartenant au domaine de définition de f telle que
lim z, = zg. Posons y, = f(z,) ,n = 1,2,... . Comme f et g sont respectivement

n——+o0o
continues en g et yo = f(x) , alors on a les égalités suivantes:

lim (gof)(zn) = lim g(f(zn)) = g( lim f(zn)) =

n—-4o00o n—-+4o0o n—-+o0o

=49
= g(f( lim_r.)) = g(/(z0)) = (90f) (o).

34



1.2. Limite, continuité d’une fonction

1.2.14 Théorémes relatifs aux fonctions continues.

Les fonctions continues sur un intervalle possédent des propriétés globales intéressantes, no-
tamment sur un segment, permettant d’obtenir de résultats fructueux dans certains prob-

lemes théoriques et pratiques.

Premier théoréme de Bolzano-Cauchy

Théoréme 1.21. Soit f une fonction définie et continue sur le segment A = |a,b] telle
que f(a).f(b) <0 (c’est a dire que f(a) et f(b) sont de signes contraires), alors il existe,

au moins, un point c € la,b] vérifiant f(c)=0.

Remarque 1.24. 1) Le théoréme affirme l’ezistence du point ¢ ow la fonction f s’annule,
mais il ne dit rien sur sa valeur.

2) La démonstration de ce théoréme par la méthode de Bolzano, non seulement, prouve
lexistence du point ¢ ot la fonction s’annule, mais indique une méthode d’approximation
pour trouver c.

3) Géométriquement, le théoréme signifie que la courbe d’équation y = f(z), © € [a,],
coupe l'axe des abscisses au point ¢ € |a,b[. De maniére équivalente, il affirme que l’équation
f(z) =0 admet, au moins, une solution dans |a,b| (voir figure).

4) Nous donnons, en complément, voir point 27, une autre démonstration de ce théoréme,
proposée par Cauchy.

5) La condition de continuité sur le segment |a,b] est essentielle : la fonction f(x) =
E(z) — % vérifie les conditions f(0) = —% <0etf(1)= % > 0, mais f(x) #0 sur|0,1].

Corollaire 1.5. Tout polynome réel de degré impair admet, au moins, une racine réelle.

2n+1

Preuve. Soit P(z) = ag+ a1z + ... + agp11® . Pour les valeurs assez grandes en

2n+1

valeur absolue de x, le polynéme est du signe du membre as,. 1@ . Pour z > 0, assez

grand, P(z) est du signe de ag,,1 et pour x < 0, assez petit, il est de signe contraire.

Comme P(z) est continue, alors il existe ¢ € R tel que P(c) =0. m

Exemple 22. Soit P(x) =2°—2z+1. Ona P(-2)=—27 et P(2) =29 . Donc P admet

au moins une racine réelle comprise entre —2 et 2 dont x = 1.
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Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 1.22. T(Bolzano-Cauchy). Soit f une fonction définie et continue sur un in-
tervalle quelconque I CR et soient a,b € I (a < b) . Alors pour tout nombre o , compris

entre f(a) et f(b), il existe un nombre c € |a,b| tel que f(c) = a.

Preuve. Soit la fonction g(x) = f(x) — a. Alors elle est définie, continue sur le
segment [a,b] C I et g(a), g(b) sont de signes contraires. D’aprés le théoréme précédent,

il existe un point ¢ € |a, b[ tel que g(c¢) = 0. Ce qui est équivalent & f(c) = . m

1.2.15 Théoréme de la fonction réciproque

Les résultats précédents permettent d’établir les conditions d’existence et de continuité de

la fonction inverse d’une fonction.

Théoréme 1.23. Soit f une fonction définie, strictement croissante (resp.strictement décrois-
sante) et continue sur un intervalle quelconque I C R. Alors f admet une fonction ré-

ciproque définie, strictement croissante ( resp strictement décroissante ) et continue sur
Uintervalle J = f(I).

Exercice. (Théoréme). Soit f une fonction continue sur un intervalle I/ C R. Montrer

I’équivalence suivante:

f injective sur I <= f strictement monotone sur /.

Que peut-on dire si f n’est pas continue sur [ ?

1.3 Dérivée et différentiabilité d’une fonction

La notion de dérivée apparait dans de nombreux problémes théoriques et pratiques. Elle est
intimement liée a la notion de vitesse en physique et a celle de la tangente & une courbe en
géométrie. Aussi , elle est une notion fondamentale de I'analyse mathématique. Signalons,

avant tout, que c’est grace a la notion de limite que la dérivée a été introduite.
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1.3.1 Fonctions dérivables. Dérivée en un point

Définition 1.38. Soit f une fonction définie dans un voisinage V' de xg € R. On dit que

f est dérivable au point xq si la limite suivante, notée f'(xq) , existe

. , d
Cette limite est appelée la dérivée de f en x( et est aussi notée par: d—f(xo) ou D f(xq) ou
x

f (o).

Remarque 1.25. (Autres écritures)

1) En posant h = x — xq, la dérivée s’écrit:

ooy e J (@0 + ) — f(wo)
f(xo) = lim Y :

h—0

2) Dans certains cas, notamment en physique , on adopte la notation suivante : soit Ax =
x—xo laccroissement de x en xy et Ay = f(xo+Ax)— f(xo) l'accroissement correspondant

de la fonction f , alors on peut écrire la dérivée comme suit:

A
Le rapport V(Ax) = A—y est appelé le rapport différentiel de f en xy correspondant &
x
Azx.

2

Exemple 23. La fonction f(x) = z* est dérivable en tout point x € R. En effet, on a,

apres simplification :

_ 2 .2
LGN = @)y R et BCERR) o onh) = 22
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

C’est o dire que : f'(z) =2x, Vo € R.

Différentiabilité d’une fonction

Dans ce paragraphe, on introduit la notion de différentiabilité d’une fonction qui est une

notion équivalente a celle de la dérivabilité pour les fonctions d’une seule variable.
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Fonctions différentiables Pour introduire cette notion, considérons une fonction f définie
dans un voisinage V' de z( et dérivable en ce point. D’aprés la formule (2) de la défini-
tion de f'(z), il existe un fonction o définie dans un voisinage W C R de 0 telle que
a(h) =o0(1) (h — 0) et Yh € W, vérifiant xo+h €V, on a:

f(xo +h) = f(x0)
h

= (o) + a(h),

ou bien
f(xo+h)— f(xg) = f'(x0).h+ a(h).h.

Ainsi 'accroissement total de la fonction f correspondant & 'accroissement Az =h € W de

la variable x en xg s’écrit comme suit:
Ayzo(h) = Afry(h) = f(zo + Az) — f(20) = f'(70).-AT + a(Ax).Ax.

Définition 1.39. On dit qu’une fonction f est différentiable au point xy € R si :
1) elle est définie dans un voisinage V' de g ,

2) s’il existe un nombre A € R et une fonction « tels que:
Ay = Af:m(h) = f(xO + h) - f(*TO) = Ah+ a(h)h )

avec lima(h) = 0.
h—0

Théoréme 1.24. Pour qu’une fonction f soit différentiable au point xq, il faut et il suffit

qu’elle soit dérivable en x.

Preuve. Supposons que f est différentiable en z,, alors, en divisant (5) par h # 0, on
obtient :

f(wo + h}>l — @) _ 44 — A = f'(a0).

c’est & dire, on a :

Ay = f'(xo)h + a(h).h, a(h) — 0.

h—0

La condition suffisante a été démontrée au début de ce point. m

Exemple 24. Dans l’exemple précédent du point 1, on a Ay = (v + h)* — 2> = 2zh + h.h |
c’est a dire que f'(x) =2z et a(h) = h.

Comme premiére conséquence de la différentiabilité, on a le résultat suivant.

Théoréme 1.25. Si f est différentiable en xq, alors elle est continue en ce point.
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1.3. Dérivée et différentiabilité d’une fonction

Preuve. En effet, on a

Flawo+h) — f(z0) = Ay = f(wo)h +alh).h— 0.

Remarque 1.26. L’inverse est faux. Par exemple, la fonction f(x) = |z| est continue au

point xg = 0, mais elle n’est pas dérivable en ce point. En effet, on a

B=lol _ b

/ . .
f+<0>_hli%l+ h _hLO+h =1
: |h| — 10|
h| — |0 —h
/ — 1 _— = 1 _— = —
£1(0) = hlfgl— h hlf& h 1,

c’est a dire que f'(0) n’existe pas.

Interprétation géométrique de la dérivée

On démontre que l'existence de la dérivée de la fonction f en un point xg est équivalente,
sur le plan géométrique, a celle de la tangente a la courbe (C') d’équation y = f(x) au
point My(xg,yo) avec yo = f(zo). Soit, donc, f une fonction dérivable (ou différentiable)
en xg et f'(x) # 0. Considérons la courbe (C') au voisinage de xy et tragons 1°) la sécante
passant par les points Mo(zo, f(70)) , M(zo + Az, f(zo + Ax)) € (C), 2°) la droite
parallele a I'axe Oz passant par My. D’aprés la figure, on a : % = % =tgp, ol ¢ est
I’angle compris entre 'axe Ox et la sécante MyM. Comme f est dérivable en x(, alors,
quand Axr — 0 ou M — My, la sécante M M, tend vers une position limite qui est la
tangente (7') a la courbe (C') en M, ou , de maniére équivalente, tgy —tgf , ot 0 est
'angle compris entre axe Oz et la tangente (7), d’ou tgfd = f'(x).

L’équation de la tangente (T") est :
Yy —yo = f'(wo)(z — o) -

1.3.2 Dérivées a droite et a gauche en un point

Définition 1.40. On dit que la fonction f est dérivable a droite (resp. a gauche) en
zo€R si:

1) elle est définie sur un ensemble contenant un intervalle de la forme [zo,a[ (a > zo)
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1.3. Dérivée et différentiabilité d’une fonction

(resp. |a, zo] (a < zg) ) ;
2) la limite a droite (resp. & gauche), suivante, existe:

i FEI = 1) e i TS < )

Les limites f' (vo) et f'(xo) sont appelées respectivement la dérivée a droite et la

dérivée a gauche de f en xg.

Théoréme 1.26. Pour qu’une fonction [ soit dérivable au point xqy , il faut et il suffit

qu’elle soit dérivable o droite et a gauche en ce point et que  f' (xo) = f (o).

Preuve. Conséquence du théoréeme de l'existence de la limite d’une fonction en un
point. m

Si les dérivées a droite et a gauche existent et sont différentes, alors la fonction n’est pas
dérivable. Sur le plan géométrique, cela signifie qu’au point  My(zo, f(z0)) , la courbe (C')
admet une tangente a droite et une tangente a gauche. Les dessins suivants représentent les

différents cas qui peuvent se présenter.

Remarque 1.27. (Dérivées infinies) On dit que f admet une dérivée infinie en xy si

la dérivée a droite ou la dérivée a gauche en xqy est infinie:

i J@ =S @) o F@) = f)
T=Tot T — To T—T0— Tr — Xy

Géométriquement, cela signifie qu’au point My(zo, f(x0)) , la courbe (C) d’équation y =
f(z) admet une tangente paralléle a l'axe des ordonnées Oy. Les dessins suivants représen-

tent les différents cas possibles.

Remarque 1.28.

i) fi(xo), fL(x0) 3 A filzo) # f(20),

[ n'est pas dérivable en xo <= ¢ i) f(xo) V f’(x0) nexiste pas,

i11) fi(x0) =00 V fl(xg) = o0.

1.3.3 Fonctions dérivables sur un ensemble

Soit f définie sur l'intervalle [a,b]. On dit que f est dérivable au point a (resp. b) si
fi(a) (resp. f' (b)) existe, c’est a dire que f'(a) = f’ (a) (resp. f'(b) = f'.(b) ).
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1.3. Dérivée et différentiabilité d’une fonction

Définition 1.41. On dit qu’une fonction f est dérivable sur un ensemble XCR si

elle posséde une dérivée en chaque point de X, c’est o dire Vx € X, f'(z) existe.

Si f est dérivable sur I'ensemble X, alors on obtient une nouvelle fonction f’,
définie sur X par y = f’(z), appelée fonction-dérivée de f . On peut considérer, dans
ce cas, que la dérivation est une opération qui & une fonction dérivable associe une fonc-
tion qui est sa dérivée. Ainsi, si on note cette opération de dérivation par le symbole
e appelé opérateur de dérivation, l'ensemble des fonctions réelles définies dans
X par F(X,R) et le sous-ensemble de F(X,R) formé des fonctions dérivables sur

X, par D(X,R) ou D(X,R) C F(X,R), alors on définit une application:
Exemple 25. La fonction

2 L

x®sin—, 0 < |z| <1,
fz) = z
0, x =0,

est dérivable sur [—1,1], mais elle n’est pas continiiment dérivable sur ce segment. En
effet, la fonction dérivée

1 1
, 2xsin — —cos — , x # 0,
F(z) = T

0, x=0

n’est pas continue en z = 0.

1.3.4 Opérations sur les dérivées
Opérations arithmétiques sur les dérivées

Théoréme 1.27. Soient f, g deux fonctions dérivables en xy. Alors les fonctions f +

g, f-9, Af (AeR), g (g # 0 dans un voisinage V de xy) sont dérivables en xq et on a :
1) (f£9) (x0) = f'(w0) + g'(20) ;
2) (f-9) (20) = f'(w0)g(x0) + f(w0)g'(w0) ;

3) (\f) (w0) = A.f'(20) 5

9 (L) () - Hlatzo = Tonlg )

9*(x0)
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1.3. Dérivée et différentiabilité d’une fonction

Preuve. 1) D’aprés les opérations sur les limites, on a :

i S E 9o +h) — (F£9)(x) _
h—0 h

g I T TN @) g gm0t )~ 9(0)
h—0 h h0 n

= ['(z0) £ ¢'(w0).

2) Sachant que g est continue en xy (voir théoréme 2 du point 2), on a :

(fg)(mo+h) = (fg)(wo)  flxzo+h)g(wo+h)— flzo)g(wo + h) + fz0)g(w0 + h) — f(0)g(70)
h h
f(xo +h) — f(x0)

= h g(zo +h) + f(zo

9(z0 1) = 9(0)
h

P f'(x0)g(x0) + f(20)g' (20)

3) On applique 2) pour g = A.

4) Sachant que g est continue en zy, on a :

i . (] . f(zo + h) — f(z0) 7o) — :Cg(azg—i—h)—g(mo)
(een-(P e Ll @t
h h
f(zo+h) — f(xo) g(wo + h) — g(wo)
Y 9(wo) - f(xo) n
g(xo + h)g(xo) 9(wo)g(wo + h)

. f'(z0)g(wo) — f(xo)g’(xo).

h—0 g2 (330)

En termes de différentielles, les propriéts précédentes s’écrivent comme suit:

1) d(f+g)=df £dg;
2) d(f.g) = g.df + f.dg;
3) d(\.f) = \df ;
) d

( ):M,sig#o.
g g

N

Dérivée d’une fonction composée

Théoréme 1.28. Soient f une fonction dérivable en xy et g une fonction dérivable en

yo = f(xg). Alors la fonction composée g o f est dérivable en xq¢ et on a :
(g0 f) (x0) = g'(y0)-f' (o).
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Preuve. Soit y = f(x), alorson a:

g(f(x)) —g(f(x0))  9(y) —g(Wo) y —vo

T — To Y=Y T —2o
Y — Yo T—T) -0

car f est continue en xg et y — yo.

T—xo

En posant z = ¢g(y) = ¢(f(x)), on peut considérer z comme étant une fonction soit de la

variable y, soit de la variable x, ainsi on peut écrire la formule (24) comme suit :

dz dz dy
—(x9) = —(yo)— (o).
da:( 0) dy(yo)dx( 0)
Ou symboliquement:
dz dz dy
de  dy'dz’
En notant 2, = 2 o 2z, = —Z, on peut, alors écrire: 2, = z,.y, ouy,=y. =

dx dy
Dérivée d’une fonction inverse

Théoréme 1.29. Soit f une fonction inversible dans un voisinage de xq et dérivable en xg

telle que f'(xg) # 0. Alors la fonction inverse f~! est dérivable au point yo = f(xq) et on

¢ 1
U7 ) = iy
Preuve. Soit y = f(z). Comme y = f(z) <= x = f~!(y), alors :
) ) w—we 1 b
Y—Yo f(@) = flzo)  f(z) = flxo) 220 f'(20)
r — X

On peut écrire:

1 '
f'(x0) = 7 st (f7) (o) #0
)=y V)W
1 1
ou symboliquement : Z—z = @ ou bien : Z—i =1 si ;i—;c #0. =

dx @
Remarque 1.29. Si f'(zy) = 0, il est clair qu’on peut considérer (f~1) (yo) = oo et

inversement, si (f~1) (yo) = 0, alors f'(x¢) = oo.

Remarque 1.30. Sur le plan géométrique, (f~') (o) est égale & la tangente de l’angle
compris entre la tangente T' a la courbe (C) d’équation y = f(x) au point My(zo,yo) et

l’axe des ordonnées Oy. Voir figure.
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1.3.5 Calcul des dérivées des fonctions usuelles et élémentaires.
Table des dérivées de fonctions usuelles et élmentaires.

Théoréme 1.30. Les fonctions usuelles et élémentaires sont dérivables dans les domaines

idiqués et on a la table suivante des dérivées:

1.3.6 Dérivées d’ordres supérieurs.
Dérivée d’ordre n

Soit y = f(x) une fonction dérivable sur un intervalle I C R, alors sa dérivée f” est une

fonction définie sur I, appelée dérivée premiére ou dérivée d’ordre un de f et est

notée:
f'(z) ou %(:U) ou ;l—i ou Df(z) ou f(x).

Si la fonction dérivée f’ est elle méme dérivable sur I , alors sa dérivée est une fonction
définie sur I, notée f"(z) = (f'(z)) ou % ou % , appelée dérivée seconde
ou dérivée d’ordre 2 de f. De méme, si " est dérivable sur I, alors, sa dérivée est une
fonction définie sur I, mnotée f"”(z) = (f"(x)) ou %(m) ou % , appelée dérivée

troisiéme ou dérivée d’ordre 3 de f. De maniére inductive, on définit la dérivée n-iéme ou

dérivée d’ordre n de f par :

fO2) = f(x) et fP() = (f"(2))', neN,

si la fonction =Y est définie et dérivable sur I. On note la dérivée n-iéme par :

y(n) _ (y(n_l))/ ou ﬁ(ﬂj) d (dn—lf) ou d"y B d (dn_ly)'

dxm - dr \ dzn1 dz®  dx \ dgnl

d

Remarque 1.31. Comme pour l’opérateur de dérivation e (voir point 8), on peut définir,
x

de maniére plus générale, l'opérateur de dérivation —— , défini dans l’ensemble des fonc-

dz™
tions n fois dérivables sur un ensemble X C R, noté D"(X,R)C F(X,R), par:

D"(X,R) — F(X,R)
f - ﬁ:f(n)_

dxn
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Exemple 26. 1) Calculons y™ si y =2 >0 (a €R). On a :
y = (") =ar* "y = (ax" ') = ala — 1)z*? .
Par récurrence, supposons que y™ = a(a —1)(a —2)...(a —n + 1)z, alors on a :
gyt — (y(”))/ =a(a—1)(a—2)...(a —n+1)(a —n)z* "D,
2) Calculons sin™z. On a :

. . m . . . 7T
sin’ x = cosx = sin (m—l— 5) , sin” x = cos’ v = —sinx = sin (x—|—2§) .

Montrons que : sin™(x) = sin(x + ng), Vn € N, Vo € R. Supposons que la relation est

vraie pour n. On a alors:

sin"™ a2 = (sin™ m)l = sin’(z + ng) = cos(z + ng)
= sin(z + ng + g) = sin (a: + (n+ 1)%)

T
De méme, on montre que : cos™ x = cos (x + nE) , Vr € R, Vn € N.

3) Soit P(x) = ag + a17 + axx® + ... + a,2"”, v € R, alors: P (x) =0, Vm > n.

4) La fonction
22, x>0,
fay=4 "
—z°, <0,
admet une dérivée d’ordre un sur R et une dérivée d’ordre deux sur R — {0} . En effet, si
x#0, ona f(x)=2x , f'(x) =2pour x>0 et f'(v)=—-2x, f"(r)= -2 pour

r<0.5 x=0,ona:

f(0+h)— £(0) . h?

!/ _ ] — _— =
f0+0)= hli,rilo h B hli{-ri-lo h 0
fO+R) = fO) R
/ — — — —
f(0-0) hlin—lo h hlin_lo h 0,
d’ou f'(0)=0.
Montrons que f"(0) n’existe pas. En effet, on a :
. f'(0O+h)—f(0) . 2h
" _ — —_— =
(0) = hll%lJr h B h]iI(I)l—l- h 2,
. f'(0+h)—f(0) . —2h
" — — _— = —
F2(0) = hh—T(I)l— h N hh—%l— h 2

Donc f"(0) n'existe pas.
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Fonctions de classe C"

Si une fonction f est dérivable sur un intervalle , alors elle est continue. Sa dérivée [’ est
une fonction qui n’est pas nécessairement continue. Plus généralement, si f admet une
dérivée d’ordre n € N *, alors les fonctions dérivées £/, f”, ..., f™ 1 sont continues,
mais la fonction dérivée d’ordre n, f(™, peut ne pas I'étre (voir 'exemple 4, point 17). Les
fonctions dérivables jusqu’a 'ordre n € N et dont la dérivée n —ieme est continue forment

une classe importante dans I’ensemble des fonctions.

Définition 1.42. Une fonction [ définie dans un intervalle I CR est dite fonction de

classe C"(I) si f™ emiste et est continue sur I. On note f € C™(I).
Remarque 1.32. f € C"(I) <= f,f, f", ..., f™ sont continues sur I.

Remarque 1.33. 1) Si I = [a,b], alors en a et b, on sous-entend les dérivées a droite et
a gauche respectivement.

2) c*(I)cD"(I),¥n=1,2, ...

3) C(I)cCHI), n=1,2, ...

4) Dans le cas ou f € CY(I), on dit que f est contintiment dérivable sur I.

Définition 1.43. Une fonction [ est dite indéfiniment dérivable ou de classe C* sur

un intervalle I C R si elle admet des dérivées de tout ordre sur I. On note f € C™(I).

Remarque 1.34. I est clair que :

+o0
felC®(l) = feC"(), Vn€N<:>f€ﬂC”.

n=1
Les fonctions de classe C* forment une sous-classe de C™, Vn € N et sont considérées

comme de "bonnes fonctions”.

Exemple 27. 1) a® (a >0, a # 1), sinz, cosz € C*(R).

2) log,x € C*=(]0,+00]).
1

3) f(z) =a"sin— € C"}(R), mais elle n’appartient pas a C™(R) car f™(z) n'est pas
x

continue en x = (1)

4) flx)=1q € 2% si x#0, et de classe C>=(R).
0 st z=0
5) La fonction
1
r?sin—, 0 < |z| < 1,
T

fz) =
0, x =0,
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est dérivable sur [—1,1], mais elle n’est pas continiment dérivable sur ce segment. En

effet, la fonction dérivée

1 1
, 2rxsin — —cos — , x # 0,
f(z) = 0%

0, x=0

Dérivée n—iéme du produit de deux fonctions

Théoréme 1.31. (Formule de Leibnitz) Soient f,g deuz fonctions dérivables jusqu’a
lordre n €N en un point x € R. Alors le produit f.g est dérivable jusqu’a l’ordre n
au point x et on a la formule:

n

() @) = 3 1) 7 g o),

k=0

o n\ n!
k) Kl(n—k)

Preuve. Pour n =1, 0n a :

(f9) (z) = ['(2)g(x) + f(2)d ().

Supposons la formule vraie jusqu’a n et démontrons la jusqu’a 'ordre n + 1. En appliquant

les formules de la combinatoire :
ny\ n-+1 _(n) n+1 _
0) 0 \n) \n+1/)
n-+1 n n
= < k<n-—
</<;+1> (k)+(k+1>’0_k_n L

et en regroupant les termes contenant les dérivées de méme ordre, on obtient:

!/
n

(fg)(n—i-l) _ Z(Z) FoR) gk | Z(Z) (f(n—k-‘,—l)g(k) +f(n—k)g(k+1))

k=0

n+1
S (” + 1) Flrti=b) ()
k

k=0

Exemple 28. Calculons (x*sin m)(4) . On a, d’aprés la formule de Leibnitz :
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(x4 sin x)( =
4 4 4
= (x4)(4) sinx + (1) (334)(3) sin’ x + (2) (3:4)(2) sin” x + (3) (334)/ sin® z + 2% sin® z
= 24sinz +4.24x cosx + 6.122%(— cos ) + 4.423 sinx

= (24 —722% + x4) sinx + (96x — 16:103) CcoS T.

1.3.7 Théorémes fondamentaux sur les fonctions dérivables

Dans ce paragraphe, on établira une série de résultats classiques fondamentaux sur les
fonctions dérivables, sous forme de théorémes, qui permettront d’étudier les fonctions de
maniere plus précise a savoir leur comportement sur un intervalle ou au voisinage d’un

point, le calcul de certaines limites , la recherche des extrémums d’une fonction etc.

Théoréme de Fermat

Théoréme 1.32. Soit [ une fonction définie et dérivable sur lintervalle ouvert I = l]a,b].

Si f atteint son mazximum ou son minimum en un point ¢ € |a,b[, alors f'(c) = 0.

Preuve. Supposons que f(c) = mlaxf. Pour tout h € R tel que c+ h € I, on a:

fle+h) < fle).

Si h > 0, alors: e+ 1) - F(0)
fle+h)— f(c ,
02 n o J+e)

D’ou
fi(e) <.

Si h <0, alors :

N RO (G

- h h—0— "
Dot f'(c) <0.Comme [ est dérivable en c, alors: f'(c) = fi(c) = f.(c) est a la fois
positif et négatif, donc f’(c) = 0.

La démonstration est analogue si f(c) = mjin fom
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Théoréme de Rolle

Comme conséquence du théoréme de Fermat, on a le théoréme de Rolle suivant qui est a la

base de nombreux théorémes , du calcul différentiel et ses applications.

Théoréme 1.33. Soit f une fonction vérifiant les conditions suivantes:
1) f est définie et continue sur le segment |a,b] ;

2) f est dérivable sur l'intervalle ouvert |a, b|;

3) fla) = f(b).

Alors il existe un point ¢ € la,b| tel que f'(c) = 0.

Preuve. Comme [ est continue sur le segment [a,b], alors, d’aprés le deuxiéeme
théoreme de Weirstrass (voir chapitre VI, §6, point 23), elle atteint son maximum et son
minimum sur [a,b]. Posons m = I{I;lbl]l fet M= n[%%]x f . On a deux cas possibles:

1) m = M = f(a) = f(b) et alors dans ce cas f est constante sur [a,b], d’ou
f'(z) =0, Yz € [a,b].

2°) m < M et alors f(a) #m ou f(a) # M. Comme f(a)= f(b), il existe donc ¢ € ]a,b]
tel que f(c) =m ou f(c) = M. D’aprés le théoreme de Fermat, on a alors : f'(¢) =0. m

Géométriquement, le théoreme de Rolle signifie que le graphe de f admet au point

(¢, f(c)) une tangente parallele a ’axe des abscisses Ozx.

Formule généralisée des accroissements finis

Comme conséquence du théoréme de Rolle, on a le théoréme de Cauchy suivant, connu sous
le nom de la formule généralisée des accroissements finis qui est importante par certaines de

ses applications qu’on verra par la suite.

Théoréme 1.34. Soient f,g deuzr fonctions vérifiant les conditions suivantes:
1) f et g sont définies et continues sur le segment |a, b| ;

2) f et g sont dérivables sur lintervalle ouvert |a,b[;

3) ¢ (x) #0, Vx € ]a,b] ;

4) 9(a) # g(b).

Alors il existe un point ¢ € |a,b| tel que :

) = flo) _ o) (1.3.1)

g(b) —g(a)  g(c)

La formule 1.3.1 est appelée formule généralisée des accroissements finis.
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Preuve. Soit la fonction auxilliaire h(z) = f(x) 4+ Ag(z), A € R. Il est clair que h
est définie et continue sur [a, b] et dérivable sur Ja,b[. Pour pouvoir appliquer le théoréme
de Rolle pour la fonction & , il suffit de choisir A tel que h(a) = h(b). De cette derniére

égalité, on tire :
NEUESI0)
9(b) — g(a)
Mg’(c) =0, d’ou la formule (32).

L (
Donc , il existe ¢ € ]a, b[ tel que h'(c) = f'(c) —
Jo, b (© = Flo-2H=s

Formule de la moyenne

Comme cas particulier de la formule généralisée des accroissements finis, on a la formule de
la moyenne qui a de nombreuses applications théoriques et pratiques, permettant d’établir

certaines propriétés des fonctions et certains résultats du calcul approché.

Théoréme 1.35. (de Lagrange) Soit f wune fonction vérifiant les conditions suivantes :
1) f est définie et continue sur [a,b];
2) f est dérivable surla,b| ;

Alors il existe un point ¢ € |a, b[ tel que :

f() = fa) = f'(0)(b — a). (1.3.2)

Preuve. C’est une conséquence de la formule généralisée des accroissements finis en
posant g(z) =x. =
La formule 1.3.2 est appelée formule de la moyenne ou formule de Lagrange ou

formule des accroissements finis.

Remarque 1.35. 1) Elle peut s’écrire d’une autre fagon qui est plus commode quelquefois.
Comme c € |a,b[, alors il existe un nombre 0, 0 < 0 < 1, tel que c = a+6(b—a). Dans ce

cas, la formule de la moyenne s’écrit:
fO)—=fla)=f"(a+6(b—a)).(b—a), 0< <1. (1.3.3)

2) Géométriquement, la formule de la moyenne signifie que la courbe (C) d’équation y =
f(z), = € [a,b] admet au point M(c, f(c)) une tangente T' paralléle & la corde passant par
les points A(a, f(a) et B(b, f(b)).

Parmi les applications immédiates du théoréme de la moyenne, on a les corollaires suiv-

ants.
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Corollaire 1.6. Si f est dérivable sur un intervalle I C R, alors, pour tous x1,x9 € I, il

existe un point ¢ compris entre x1 et xo tel que : f(x1) — f(x2) = f'(c)(x1 — x2).

Preuve. On applique le théoréme de Lagrange a f sur les segments [z1, x2] ou [xg,x1].

Corollaire 1.7. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I C R. Alors f est constante

sur I si et seulement si f'(x) =0, Vo € I.

Preuve. Si f est constante, alors il est clair que sa dérivée est nulle partout. Inverse-
ment, supposons que [’ =0 sur I . Montrons que Vay,z5 € I, f(x1) = f(x2). Soient,
donc, xq1,x9 € I, 11 < x5, quelconques. Alors f vérifie les conditions du théoréme de
Lagrange sur le segment [z7, %3], donc il existe ¢ € |zy, 23] tel que  f(x2) — f(x1) =
fl(e)(xg —x1) . Or f'(¢) =0, dou f(xg) — f(x;) = 0. Comme x1,x2 sont arbitraires,

alors on a f(z1) = f(z2), Vo1, € I, C’est a dire que f est constante sur /. =

Remarque 1.36. Une des conséquences du corollaire 2 est que deux fonctions f, g dérivables
sur un intervalle I sont égales si et seulement si f'(x) — ¢'(z) = 0, Yo € I et coincident

T
en un point de I. Par exemple, les fonctions y = arcsinz et y = 5 arccosx coincident
sur I =]-1,1] . En effet, on a :

1 1
(arcsinz) — (g — arccost) = — =0, Vz € I.

V1—22 1 —22

Donc arcsin z+arccosz = ¢, —1 < x < 1. Comme arcsin O—l—(g—arccos 0) = 0—{—(%—%) =0,

alors :

. s
arcsin x + arccos r = R —-l<zr<l

Cet exemple montre que, grice a ce corollaire, les démonstrations concernant certaines égal-

ités entre les fonctions sont simplifiées.

Corollaire 1.8. Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I = (a,b) et
dérivable sur|a,b[. Pour que f soit croissante ( resp. décroissante) sur I , il faut et il suffit

que f'(x) >0 (resp. f'(z) <0),Vz eI,

Preuve. Supposons que f est croissante sur [ et soit xg € |a,b|. Si x > xg, alors f(z) >
f(zo), et on a:

O<f($)_f(x0) —)f;($0)>0

T — 2o T—x0+
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Comme f est dérivable en zg, alors f'(z¢) = f'(zo) > 0.

Inversement, supposons que f'(z) > 0, Yz € Ja,b[. Soient zi,z9 € Ja,b[, =1 < x5 .
Alors, d’apres la formule de la moyenne sur [z, 23], il existe ¢ € |z, x9[ tel que
f(z2) — f(z1) = f'(¢)(xg — x1). Comme par hypotheése f'(c) >0 et x3 —xy >0, alors :
f(z2) — f(x1) >0, c’est & dire que f est croissante sur /.

La démonstration est analogue si f est décroissante. m

Remarque 1.37. 1) Les conditions citées dans les théorémes précédents sont toutes essen-

tielles. Si l'une d’elles n’est pas vérifiée, alors le théoreme s’avére faux. Par exemple, la

f(:v):{ x osi 0<x<1/2,

l—xsil/2<z<1.

fonction définie par:

( wvoir figure), est continue sur [0,1], et f(0) = f(1) = 0, mais en aucun point de |0,1[,
onn'a f'(x) =0. C’est a dire que le théoréme de Rolle n’est pas vérifié. Cela est di au fait
que la fonction f n’est pas dérivable au point x = 5 donc elle n’est pas dérivable sur tout
10,1]. A titre d’ezercice, le lecteur peut trouver des contre-exemples pour chaque théoréme
st une des conditions n’est pas satisfaite.

2) D’apres le théoréme de la moyenne, 'accroissement total Ay de la fonction f correspon-

dant & l'accroissement Ax en xy € |a,b| s’écrit :
Ay = f(zo+ Ax) — f(x0) = f'(xo + 0AZ).Az, 0 <O <1 (1.3.4)

Cette égalité donne une expression exacte de l’accroissement Ay de la fonction f en x,
alors que la différentielle de f en xq est une approximation de cet accroissement. Cependant,
dans la formule (35) , la difficulté réside dans le fait que le nombre 0 ou xo+ 0Azx nest

pas connu généralement, contrairement a la différentielle de f.

1.3.8 Applications au calcul des limites.
Limite d’une dérivée

Théoréme 1.36. Soit f une fonction continue sur le segment [a,b] (b > a) et dérivable
sur]a,bl. Sila limite a droite de la fonction dérivée f' en a (resp. a gauche en b) existe

, alors la dérivée a droite en a (resp. & gauche en b) existe et on a :

fi(a) = fi(a+0) (resp. f(a) = f'(a—0)).
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Preuve. Soit h >0 tel que a+h <b . Sachant que f est dédivable sur ]a,b[ , on

a, d’apres la formule de la moyenne :

h) — ! 0h).h
710 = i S — iy LRSS — i 1a00) = o +0),

car a4+ 60h — a quand h — 0,.

La démonstration est analogue pour ’autre cas. m

Remarque 1.38.

1) feCla,bl,
feC ab << 2)feC'ab]
3) f'(a+0), f'(b—0) existent.

Exemple 29. Soit la fonction f(x) = warcsinz ++1—22 | z € [-1,1]. Pour tout
xe|-1,1] ,ona:

. x X .
f'(z) = arcsinz + — = arcsin z.

V1i—22 V1 -— 22

Pour le calcul des dérivées en v = —1 et x =1 , on applique le théoreme précédent, a

sQVOIT:

s _ — : / — 3 1 :_Z
fi(=1) = f(-1+0) $_l)1_1111+0f (x) w_1)1_1111+0arcsmx 5

f(1)=f(1-0)= lim f(z)= lim arcsinz = g :

z—1-0 z—1-0
Limites de rapport de fonction.

Théoréme 1.37. Soient f,g deux fonctions définies et dérivables dans un voisinage V' de

z9 €ER avec ¢'(x) #0, Yx € V . Sila limite suivante :

/
lim L)
o g (@)
existe, alors on a :

f@) = flxo) . ['(=)

lim —————= = lim ——.
=0 g(x) — g(wo) @m0 g'(x)
Preuve. Soit =z € V . Comme ¢'(z) # 0, Vo € V, alors g(z) # g(zo). D’apres la

formule généralisée des accroissements finis , il existe un point ¢ compris entre = et g

tel que l'on ait:
@) = ) (o)
9(x) = g(z0)  ¢'(c)
Si x — x, alors ¢ — zp, d’ou la formule (36). m
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0
Premiére régle de L’Hospital. Limite de la forme 0

Théoréme 1.38. (Premiére régle de L’Hospital) Soient f,g deux fonctions définies
et dérivables dans un voisinage pointé 'V de xg € R telles que:

1) g(x) #0, ¢g'(z) #0 sur V,

2) mlirgof(m) = Illrilog(x) =0.

!
St la limite suivante : lim ()
0 )

existe, finie ou infinie, alors on a :

flx) . ()

lim —% = lim .
T—T0 g(x) T—T0 g’(x)

Preuve. C’est une conséquence du théoréme précédent en prolongeant f et g en

xo par f(zg) =g(xo) =0. =

Remarque 1.39. 1) La premiére régle de L’Hospital est vraie lorsque © — xoy, © —
To_, T — +00, x — —oo. Pour démontrer le cas ot xy = +oo, il suffit de faire un

1
changement de variable en posant t = — et, alors on a ©* — too <=t — 0.
x

!/
2) Si, dans les conditions du théoréme, lim f,EI; n’existe pas, alors on ne peut rien dire
T—T0 '\ T
de la limite lim _f(:z:)
a0 g ()

3) Une des principales erreurs dans l'application de la régle de L’Hospital consiste a écrire la

formule (37) avant d’avoir établi 'existence de la limite dans le second membre. D’aprés la

"z x
remarque 2), lim fl( ) peut ne pas exister, alors que lim M peut exister. Ainsi, si l'on
T—X( g (x) T—x0 g(aj) )
x
veut appliquer la régle de L’Hospital, il faut d’abord s’assurer de l’existence de lim f/é ;
{L‘H.’Eog €T
!
4) Si lim fléaj; = —, et si les fonctions f' et g vérifient les conditions du théoréme,
z—wo g' (1

alors on peut répéter la régle. En général, on peut la répéter autant de fois si les conditions

sont vérifiées pour les fonctions dérivées d’ordres supérieurs.

Exemple 30. 1) Avec la régle de L’Hopital, certaines limites remarquables deviennent

. 0 : !/
faciles a calculer. Ainsi, la limite lim mr_ 2 (F.1) est égale o lim (sin 7) = lim cosz =
z—0 0 x—0 o x—0
1.
. lgr—x 0 ‘ )
2) Calculer lim———— = — (F.I). Les fonctions f(z) =tgr —x et g(x) =x —sinzx

e—0r —sinz 0
vérifient les conditions du théoréme et ¢'(x) =1 — cosz # 0 dans un voisinage de 0 et si

x #0. On a alors :
1
/ — —1
limf (z) — lim<os®z 0 F.I.
e—=0¢g'(r) 2-0 1 —cosz 0
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On peut appliquer une deuxiéeme fois la premiére régle de L’Hospital aux fonctions f' et
g'. Seulement, dans cet exemple, il est préférable de calculer cette limite en faisant quelques
transformations trigonométriques comme suit :

1
cost_l_ 1 1—cos®’z 1+cosz 1+1

= ) = — 2.
1—cosz cos?x 1—rcoszx coslry z—0 1

D’ou, d’aprés la formule (37):

tgr — x

lim = 2.

t—0r —sinw
Cet exemple montre qu’on peut, pour la simplicité et la commodité, combiner les méthodes.
Signalons que si [’on veut appliquer uniquement la régle de L’Hospital, alors il faut la répéter

trois fois de suite. Ce qui n’est pas trés judicieux.

Deuxiéme régle de L’Hospital. Limite de la forme s
00

Théoréme 1.39. Soient f,g deux fonctions définies et dérivables dans un voisinage pointé
v

de zo( fini ou infini) telles que :

1) ¢ (x) #0 sur V;

2) lim f(z) = oo, xlgélog(:c) = 00.

r—x0
!
Si la limite suivante : lim ()
z—x0 g’(x)

= L existe , finie ou infinie, alors on a :

f@ P,

lim —= =
og(n)  eomg (o)

Preuve. Donnons un autre type de démonstration qui regroupe les cas ou xzy peut

étre fini ou infini. Soit (xj) une suite réelle convergente vers xo (xy # o, k= 1,2, ... ).

Montrons que  lim ()
k—-+oo g(xy,

k|f(z)|, Br = k|g(xy)| , pour tout entier naturel k, il existe ny € N tel que l'on ait :

~

= L. D’apres les conditions 2) sur f et g , en posant Ay =

~—

ng >k, ng <nge et
|fan )l > Ae =k [f(@e)l,  |9(zn)| > Be = klg(zx)] (k=1,2, ...).

Par conséquent, on a :

fxr) = o(f(xny)) et g(wr) = o(g(an,)) (k— +00).

d’ou , d’aprés les théorémes 3 et 4, chapitre V, §7, point 19, on tire:

f@n)  flan,) — f(zk)
9(n,)  g(wn,) — g(xr)

(k — 400).
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D’apres la formule généralisée des accroissements finis, il existe &, compris entre zj et

Ty,

tel que l'on ait :
f'(@)

() oo g(im) — () g () omeg(@)

Y

car si k — +oo, alors xp — x¢ et x,, — o, ainsi que &, — xo. On vient de montrer

o g (ka) g (l'nk)
une méme limite L. Par conséquent, on a :

lim ')
=0 g ()

que de toute suite ( > , on peut extraire une sous-suite ( ) convergente vers

=L

Remarque 1.40. 1) La régle reste vraie si x — Toy o0u T — To_.

2) On peut faire une démonstration analogue pour démontrer la premiére régle de L’Hospital
pour les deuz cas ot o est fini ou infin.

3) Si la limite lim n’existe pas, alors on ne peut rien dire sur la limite lim m

T—x0 g’(;(;) T—To g(x)
4) On peut répéter la deuziéme régle de L’Hospital autant de fois qu’il faut si ,a chaque

. o ., 00
étape, on a la forme indéterminée —.

00
. T 0 _ .
Exemple 31. 1) lim — = — (F.I.). Les fonctions f(x) =z et g(xz)=e" vérifient les
x—o0 ¥ o0
conditions du théoréme au voisinage de l’infini et on a :
! 1 1
lim —— = lim — = — =0,

T—00 (@37), r—o00 e’ o0

00
Plus généralement, lim — = — (F.I.) , Vn € N. En répétant n—fois la régle de
r—o00 €% o0
L’Hoépital, on obtient:
n n—1 -1 n—2 |
lim 2 = tim 2 = 2Dy M
r—o00 €% r—o00 @ T—00 et r—o00 e’
r—sinx 00
2) lim ———— = — (F.L). Les fonctions f(x) =x —sinz et g(x) =x sont dérivables
T—00 X (0. @]
sur R et on a : o
-8
lim w = lim (1 — cosx)
T—00 X T—00

qui n’existe pas. Cependant, on a :

lim 22 gy (1—81”):1—0:1.

r—00 €T T—00
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Remarque 1.41. (Autres formes indéterminées) Montrons a travers quelques exem-
ples comment utiliser les régles de L’Hospital dans les cas de formes indéterminées: 0.00 , co—
0o, 1%, oo?, 0°.

Exemple 32. lim xlogx = 0.c0 (F.1.). Cependant, on peut écrire :

z—0+

. . logx o0
lim zlogz = lim = —.
r—0+ r—0+ 1/1‘ o0

1
En appliquant la deuxiéme régle de L’Hospital pour f(x) =logx et g(x) = — , on obtient
x

1 ! 1
(ogo) 1o _

1\ —1/a2 2—0+
z

Exemple 33. Calcul des limites du type lim o(z)¥®@, ¢(x) > 0 dans un voisinage de

T—To

Dot lim zlogz = 0.
z—0+

zo . Dans ce cas, on a :
(p(x)w(x) — o¥(@)logp(z)

Comme la fonction y = e* est continue sur R, alors on a:

lim 1
lim gp(g;)w(x) — ex_,xolﬁ(ﬂc) ng(:c)'

T—x0
Par exemple, a) calculons li%l+$w =0° (F.I.). D’apres (39) , on a :

lim zlogx

lim z* = er—~0+ = =1.
z—0+
1
Calculons maintenant I = lir%(l +a2)et —1—x = 1% (F.1). Toujours d’aprés (39), on

a:’

lim
x—0

o (log(l + x2)>

et —1—=x

0
La limite qui se trouve a ['exposant est de la forme 0 (F.I.). On peut appliquer, dans ce cas,

la premiére régle de L’Hospital . On a :

log(1 3y 2 1
fig L8020 a — lim?2. L_o
2—0 (e —1—x) 2=0(1422)(e*—1) 2-0 1+2a2x

carona: € —1~zx (x—0). Douw I=¢
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