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Matrices(Corrigé)

Exercice 1

A =
�
1 2
3 -1

�
B =

�
2 0
1 1

�

AB =
�
1 2
3 -1

��
2 0
1 1

�
=

�
4 2
5 1

�
t(AB) =

�
4 5
2 1

�

BA =
�
2 0
1 1

��
1 2
3 -1

�
=

�
2 4
4 1

�
t(BA) =

�
2 4
4 1

�

tAtB = t(BA) =
�
2 4
4 1

�
et tBtA = t(AB) =

�
4 5
2 1

�
Exercice 2

A =
�
3 1 �1
3 1 2

�
B =

0@1 2
2 0
3 �1

1A et C =
�
1
3

�

(AB) =
�
3 1 �1
3 1 2

�
0BB@
1 1
2 0
3 �1

1CCA
=

�
2 4
11 1

�

(AB)C =
�
2 4
11 1

�0@1
3

1A
=

�
14
14

�

BC =

0@1 2
2 0
3 �1

1A
0@1
3

1A
=

0@42
0

1A

1



A(BC) =
�
3 1 �1
3 1 2

�
0BB@
4
2
0

1CCA
=

�
14
14

�
Conclusion: (AB)C = A(BC). Le produit matriciel est associatif

Exercice 3

M =

0@1 1 1
1 0 �1
0 �1 0

1A

M2 =

0@1 1 1
1 0 �1
0 �1 0

1A
0BB@
1 1 1
1 0 �1
0 �1 0

1CCA
=

0@ 2 0 0
1 2 1
�1 0 1

1A

M3 =M2M =MM2 =

0@1 1 1
1 0 �1
0 �1 0

1A
0BB@
2 0 0
1 2 1
�1 0 1

1CCA
=

0@ 2 2 2
3 0 �1
�1 �2 �1

1A
Formule du binôme de Newton: Si A et B commutent alors :

(A+B)n =
nX
0

CknA
kBn�k

(A�B)n =
nX
0

(�1)kCknAkBn�k

Pour retrouver les coe¢ cients Ckn;, on utilise le triangle de Pascal

C00 1
C01 C11 1 1
C02 C12 C22 1 2 1
C03 C13 C23 C33 1 3 3 1�! puissance 3
.  !
.
.
C0n C1n C

2
n. . . .................C

n
n

Comme la matrice identité I commute avec toutes les matrices alors :

2



(M � I) 3 =M0I3 � 3M1I2 + 3M2I �M3I0

(M0 = I; In = I etMnI =Mn)

(M � I) 3 = I � 3M + 3M2 �M3

=

0@1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A�3
0@1 1 1
1 0 �1
0 �1 0

1A+3
0@ 2 0 0
1 2 1
�1 0 1

1A�
0@ 2 2 2
3 0 �1
�1 �2 �1

1A
=

0@ 2 �5 �5
�3 7 7
�2 5 5

1A
M véri�e l�équation X3 �X2 � 2X + 2I = 0; en e¤et :0@ 2 2 2
3 0 �1
�1 �2 �1

1A�
0@ 2 0 0
1 2 1
�1 0 1

1A�2
0@1 1 1
1 0 �1
0 �1 0

1A+2
0@1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A =

0@0 0 0
0 0 0
0 0 0

1A

M3 �M2 � 2M + 2I = 0 =) M3 �M2 � 2M = �2I
=) M(M2 �M � 2I) = �2I
=) M

�
� 12 (M

2 �M � 2I)
�
= I

De même la même manière on montre :
�
� 12 (M

2 �M � 2I)
�
M = I

Donc
M�1 = �1

2
(M2 �M � 2I)

M�1 = � 12

240@ 2 0 0
1 2 1
�1 0 1

1A�
0@1 1 1
1 0 �1
0 �1 0

1A� 2
0@1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A35

=

0@ 1
2

1
2

1
2

0 0 �1
1
2 � 12

1
2

1A
Véri�cation

0@1 1 1
1 0 �1
0 �1 0

1A0@ 1
2

1
2

1
2

0 0 �1
1
2 � 12

1
2

1A =

0@1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A
3



Exercice 4

B =

0@ 2 �1 2
5 �3 3
�1 0 �2

1A
(B + I) =

0@ 2 �1 2
5 �3 3
�1 0 �2

1A+
0@1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A
=

0@ 3 �1 2
5 �2 3
�1 0 �1

1A
(B + I)2 =

0@ 3 �1 2
5 �2 3
�1 0 �1

1A2

=

0@ 2 �1 1
2 �1 1
�2 1 �1

1A

(B + I)3 =

0@ 2 �1 1
2 �1 1
�2 1 �1

1A0@ 3 �1 2
5 �2 3
�1 0 �1

1A =

0@0 0 0
0 0 0
0 0 0

1A

(B + I)3 = 0 =) (B + I)2(B + I) = 0
=) (B + I)2B + (B + I)2 = 0
=) (B + I)2B + (B + I)(B + I) = 0
=) (B + I)2B + (B + I)B + (B + I) = 0
=) (B + I)2B + (B + I)B +B = �I
=)

�
�(B + I)2 � (B + I)� I

�
B = I

De même

(B + I)3 = 0 =) (B + I)(B + I)2 = 0
=) B(B + I)2 + (B + I)2 = 0
=) B(B + I)2 + (B + I)(B + I) = 0
=) B(B + I)2 +B(B + I) + (B + I) = 0
=) B(B + I)2 +B(B + I) +B = �I
=) B

�
�(B + I)2 � (B + I)� I

�
= I

Donc B�1 =
�
�(B + I)2 � (B + I)� I

�
B�1 = �

0@ 2 �1 1
2 �1 1
�2 1 �1

1A�
0@ 3 �1 2
5 �2 3
�1 0 �1

1A�
0@1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A

B�1 =

0@�2 1 �1
�2 1 �1
2 �1 1

1A+
0@�3 1 �2
�5 2 �3
1 0 1

1A+
0@�1 0 0
0 �1 0
0 0 �1

1A

4



B�1 =

0@�6 2 �3
�7 2 �4
3 �1 1

1A

Véri�cation

0@ 2 �1 2
5 �3 3
�1 0 �2

1A0@�6 2 �3
�7 2 �4
3 �1 1

1A =

0@1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A

Exercice 5

Déduction des déterminants sans calculs

�1 =

������
1 0 5
2 0 6
3 0 7

������ la colonne 2 est nulle donc �1 = 0

�2 =

��������
1 2 6 0
0 2 3 9
0 0 b 1
0 0 0 1

�������� �2 est le déterminant d�une matrice triangulaire

supérieure . �2 = 1:2:b:1 = 2b

�3 =

������
2 0 0
0 � 0
0 0 �1

������ �3 est le déterminant d�une matrice diagonale .

�3 = 2:�:(�1) = �2�

�4 =

������
1 0 �2
0 3 0
3 1 �6

������ C3 = �2C1 (Ci est la colonne i)

�4 = 0

�5 =

������
1 0 1
0 3 9
1 0 1

������ L1 = L3 ( Li est la ligne i)

�5 = 0

� =

��������
1 1 �1 2
0 1 1 0
1 2 0 1
1 1 0 0

��������
5



Pour le calcul de ce déterminant, on utilise le développement suivant la ligne
ou la colonne qui contient le plus de zéros. On peut choisir L2 ou L4 ou C2
ou C4:

Suivant L4 on a:

� = +1

������
1 �1 2
1 1 0
2 0 1

������� 1
������
1 �1 2
0 1 0
1 0 1

������
On calcule les déterminants par la méthode de Sarrus

�)

������
1 �1 2
1 1 0
2 0 1

������ =
������
1 �1 2 1 �1
1 1 0 1 1
2 0 1 2 0

������ =& +& +& �. �. �.

= 1:1:1 + (�1):0:2 + 2:1:0� (�1):1:1� 1:0:0� 2:1:2 = �2

��)

������
1 �1 2
0 1 0
1 0 1

������ =
������
1 �1 2 1 �1
0 1 0 0 1
1 0 1 1 0

������
= 1:1:1+(�1):0:1+2:0:0� (�1):0:1�1:0:0�2:1:1 = �1

� = �1

Exercice 6

M =

0@1 1 1
1 0 �1
0 �1 0

1A
On calcul detM par rapport a L3

detM = �(�1)
����1 1
1 �1

���� = �2
dettM = detM = �2

det(M100) = (detM)100 = (�2)100 = 2100

det(�2M) = (�2)3(detM) = (�2)4 = 16

det(M�1) = 1
detM = � 12 (Si detM 6= 0)

6



Calcul de M�1 par la méthode de la comatrice:

detM = �2 6= 0: M est donc inversible.

M�1 = 1
detM

t
(comM) avec comM est la matrice des cofacteurs de M

comM =

0BBBBBB@
+

���� 0 �1
�1 0

���� � ����1 �1
0 0

���� +

����1 0
0 �1

����
�
���� 1 1
�1 0

���� +

����1 1
0 0

���� �
����1 1
0 �1

����
+

����1 1
0 �1

���� �
����1 1
1 �1

���� +

����1 1
1 0

����

1CCCCCCA

=

0@�1 0 �1
�1 0 1
�1 2 �1

1A

t(comM) =

0@�1 �1 �1
0 0 2
�1 1 �1

1A

M�1 = � 12

0@�1 �1 �1
0 0 2
�1 1 �1

1A =

0@1n2 1n2 1n2
0 0 �1
1n2 �1n2 1n2

1A
Véri�cation

0@1n2 1n2 �1n2
0 0 �1
1n2 �1n2 1n2

1A0@1 1 1
1 0 �1
0 �1 0

1A

7


