Corrigé de la série d’exercices n°6 - Intégration
I) Rappels de certains types d’intégration

Fonctions rationnelles:

d
Type[:ffil:ln|m—a|+c.

dx -1
Type 11 : - = — +c.
Lo L Gy = D
T 1 T
Type III : Il = IW = ;arctga + c.
Type IV : I, = f 733”, n > 1. Pour calculer J,,, utiliser cette formule de récurrence
A (@ + a?)

1
2na*lnpy = (2n — 1)1, + avec I; = - arctg — + c.
a a

_r
@+ a)"
Mz + N

22 + 20z + B v
Posons par la suite t = z + a et 3 — a? = h? > 0. On obtient

TypeV:Jy = (a2 -8 < O). Remarqouns que 22 + 2az + 3 = (x + a)2 + 5 —a?

Mt+N—aM , 1 2t dt
J=[—— " dt=-M [ ———dt+ (N —aM) [ ——
R DM gt (N =) [

t

1 1
= iMln(t2+h2) —|—7(N—aM)arctgh

h

M N
mdm (a2—6<0) :m > 1. Posons t = + a et B —a? = h? >0, on obtient

1 1 1
+c:iMln(xz—i—an—i—ﬁ)+E(N—aM)arcth(x+a)+c.

Type VI: J, = [

Mt+N-—aM 1 2t dt 1 -1 dt
= [ M G M [t (N —aM) [ =M _ {(N-—aM) | 2.
= [ gy = M G+ (V=) [ (e = M e+ (Val) [
—_——

Type IV

Fonctions trigonométriques:

Type VII : Intégrale de la forme [ R (sinx,cosz)dz, o R est une fonction rationnelle de sinz et cos z.
En général, on pose t = tg (%) (x = 2arctgt), donc
2dt 2t 1—¢2

= ——, sinx = et cosx = .
14 ¢2 14 ¢2 14 ¢2

dx

Cas particuliers:

1) K1 = [ R(sinz) cos zdz, poser t = sinz alors dt = cos zdz.
2) Ky = [ R(cosx)sinadz, poser ¢t = cosz alors dt = — sin zdz.
3) K3 = [ R (sin®z,cos? ) dz ou K3 = [ R (tgz)dz, poser t = tgz (x = arctgt) alors

dt o t2 ¢ cos? 1
= ———, SN r = —— el CoOs™ xr = .
1+¢2’ 1+t2 1+ ¢2

dz
4) K4 = [sin™z cos™ z dz (n,m € Z)

a) m et m sont pairs, on pose alors t = tgz,

b) n et m sont impairs, on pose alors ¢t = cos 2z,

t=cosx si n pair

¢) n et m sont de parité différente, on pose alors { . . .
t=sinz sl m pair



IT) Corrigé de la série n°6.

Exercice 1 Calculer les intégrales indéfinies indsuivantes:
1) a Uaide d’un calcul direct

VZ — zte” + 2 VT

3

JUQ
73d$
T

5 2
= [z 2dx — [ze” da:—l—fidm

-2 =3 1
=5 2 —§ew2+ln|x|+c , ceR
1 52 1 52
2) I, = [cos’zdx = [ ydx (car cos?x = _‘_(;OM)
1 1 ) 1.
= §dm +3 [ cos2zdx ind: [ (cosax)dr = S sinaz +c¢
_1 + L 2z + eR
=g+ gsin2zte, c
H) a laide d’ un changement de variables
T dr (1= )
= e
En utilisant le changement de variable t = \/z, alors x =t et donc dx = 2tdt
x t22¢
J=————dz =[—F—=dt
! f\/E(:chl) v ft(t2+1)
t2dt t2+1-1

1

=2t —2arctgt+c¢c , c€R =2\/x —2arctg\/xr+c , ceR
631‘
~I& T
En utzlzsant le changement de variable t = €3%, alors dt = 3e3%dx et donc

1. 3e% 1 dt 1 dt 1 dt
J = — 7(1 = — _— = — _— = — _—

s=3) @™ =3/Ees 3/ N 2 75/ N\ 2
25 () +1 () +1

5 5
~—_———
J

t
Pour calculer J, on pose z = R alors dt = 5dz et donc

=/ =

t
22+1 =barctgz +c¢ :5arctg<5>+c, ceR.

D’ou

J 5 €
ar t + {
3 = C g & C

III) & Uaide de Uintégration par parties
K, = [arctg z dx
1

u(x) = arctg /x w(zr) = ———— nd: (arc 1!
Posons { o (2) = 1 , donc o) I2\/5 (x+1) (md. (arctg f)' = 1t f2>



En appliquant la formule d’intégration par partie ([ u(z)v' (z)dz =u(cz)v(z) — [ (z)v(z)dz), on obtient

1
K, = [arctg z dx :xarctgf—if dx

NICESY

1
= rarctg/x — §J1

1
zncarctg\f—5(2\f—23urctg\/9f)—i—c7 ceR =(x+1arctgy/r—zx+c , ceR
3) K3 = [2?cos® z du.

_ .2 u (z) =2z 1 1 .
On pose { Z,(é)) :iOSQ o donc { 0 (z) = %x N isin - <md Jcos?x = 2T+ sin2x +c¢ , c€R (voirla 1°° partie))
Alors

1 1 1 1 1 1 1
K3 = [2?cos?x dv = 2? <2x—|— 4sin2x> — [ (2z) (Qx—l- 4sin2x> de = 51‘3 + sz sin2z — [ (azQ +3® sin2x) dx

1., 1 1 1., 1 1
= 5:0‘3 + Zﬁsin?x — /:172 dx — 5 fxsin?z dx = 61“5 + Zmzsin%} —-3 fxsin2x dx
——
1

En faisant une seconde intégration par patie pour calculer [ xsin2z dx

— u(x) =1
On pose u/(x) - , donc 1 . Alors

v’ (z) = sin 2z v(z) = —5 cos 2z
. 1 1 1 1.

[xsin2z dz = —ixcoslx—}— 5[0052:5 der = —ixcosZr—f— Zsm2x+c , ceR.

D’ou

1 1 1 1
ng/x2cos2x d$:6x3+4x0082x+<4$2—8> sin2x4+c¢ , ceR.

IV) Fractions rationnelles

L=/ mdm. Par la décomposotion en éléments simples, on obtient
T 1 1
(x+1)2z+1) z+1 2z+1
Donc 1 1 5
T
! f(x+1)(2x+1)x L Kt s K s Lt S U e L
D’ou !
L1:ln|x+1\—§ln|2x+1|+c, ceR.
322 3
3)Ly= [ ’ —gcc—i— dz. On a
(x —1)" (22 41)
322+ +3 711’+17 1 4 7
(z—1)°@2+1) 422+1 4@-1) 2(z-1)°
Alors
3z2 +x+3 1 . z+1 1 dx 7 dx
L‘: d{E = — —ax — — _|_,
’ f(x—1)3(x2+1) 4fx2+1 4f(x71) 2f($_1)3
1 2z 1 1 1 dx 7 dx
=—[———d [ ————dx — - =
e L e L 4f(m—1)+2f(g;_1)3
1 1 1 7 1
:gln(;ﬂ—&—l)+Zarctanx—zln|x—l\—Zm—i—c , ceR.



V) Fonctions trigonométriques
dx dt o t2

1) M, = [———— = [R(cos?z;sin®z) dx. On pose t = tgx, donc dt = et sin“x = . Alors
I e i ) P 5 1+ 1+ 2
dzx 1+t2 dt 1 dt \/5 \/§
M, = = =—- | ———— = —arct 2t) +c¢ = —— arct 2tgx) +c
Sl T Ioeq =3l e — 7 e (V2 g wete (V2tea)
1+t2 e+ (%5
d 2dt 11—t
2) My = fl—i—ﬁ = [ R(cosx;sinx)dx. Posonst = tg (g), donc dx = T et cosx = TIe Alors
2dt
dx 14 ¢2 x
M = = [dt =t =t (7) ; R.
2 f1+cosz: f1+1—t2 J e glg)tete, c€
1+1¢2
sinz . .
3) My = [ ————dz = [ R(cosz)sinazdz. Il suffit de poser cosz = t, alors dt = —sinzdx
1+4cosz
sinz dt 1
Ma — —dz =—[—— =—In|l+t =In|_— ; ceR.
s flJrcos:cx 14+¢ nfl+t+e n(l+cos:c>+c ¢
4) My = fsinga:cos4 xdzx. Il suffit de poser t = cosx, alors dt = — sin xzdx
My = [sin®zcostzde = — [ (sin®z) (cos*z) (—sinz)de = — [(1—¢)t4dt = [ (t° —¢*) dt
—_——
=dt
1 1. 1 1
:?t7—gt"+c :?(cosx)7—g(cosm)5+c , ceR.
Exercice 2 : Calculer les intégrales définies suivantes:
[1+1 1+1
1) Ny :/ tne dx, on remarque que rome (1+Inz) (1+Inz), dou
x x
l—l—lnx 1 5|© 1 3
= - (1+1 =9--=2
/ = 3 (I+In2) ) 272
1
/ 1 dz
3) N3 = [ ———5— dx, on poset =1Inzx, alors dt = — et lorsque x — 1 (resp. x —e€),t— 0 (resp. t — 1) d’ou
at(l—i—ln 33) T

1

€

1 dt 1 ™
—————dr= | —— = arctgt |, = arctgl —arctg0 = — - 0= —
/x(1+ln2:p) /1+t2 gt lo & & 4 4
1 0

d
dx, posons t =Inzx et donc dt = —x, lorsque x — 1 (resp. © —e),t — 0 (resp. t — 1). Alors
x

oo
5) N5:/7
4 x\/l—lnzx

€

1
/m 17111:5 /
1 0

. 1 . . ™
= arcsint |, = arcsin1 — arcsin0 = 3~ 0=

1
_ ‘ e ‘ u(z) ==z w(z)=1
7) Ny = /x Inxdz, en faisant l’intégration par patie, on pose { o (@) =Inz donc { (@) =zlne—z=a(nz—1)
0
Alors
1 1 1 1 1
2 2|1 L, 1
N; = [zarctgzr dov = 2°lnz — |0— (zlnz —z)de =-1— [alnz dx+ [z de=—-1— N7+ 3% :—§—N7.
0 0 0 0 0
D’ou 1
N7:T.

9

ceR.



