Université de Boumerdes (UM BB)

Faculté des sciences (F'S)

Département de Mathématiques

Année 2019/2020

L’enseignant : BENZEMMOURI Moamed Tayeb

Corrigé de la série de TD sur les DLs ST
Exercise 1 Soit la fonction f définie par f(x) =In (1 + x).

En utilisant la formule de Mac-Laurin, montrer la double inégalité
L Lo 13
Vx>—0,x—§a: <ln(1+x)<m—§x —|—§m.

La formule de Mac-Laurin avec reste intégrale de f a l’ordre n s’écrit
z a? 3 " () =" s

f @)= f )+ )+ f7 0+ 7 (0)+ A= T (0)+ | ——— " () dt.
1! 2! 3! n! 0 n!

Avec f (z) =In(1+ z) de classe C" (IR?)
Les dérivées successives de f jusqu’a 'ordre 4 sont données par

f@) = Wm(+2),f ()= (x)mlx)g,
@) () — 2 @y O
0@ = e @ =

et
F(0)=0,f(0)=1,f(0) =1, (0) =2 et f¥(0) = —6.
En évaluant Iintégrale foz %f("“) (t) dt pour n = 3, sachons que f* (z) =

(1+ L =< 0,alors

T 3
/ %f@ (t)dt < 0.
0 .

Avec une triple intégration par partie de [ (@ t)n Fr D (¢ (t) dt, on obtient I'inégalité
a droite,

1 1
Ve > 0,In(1 4 x) -<x—§x2+§x3.

Pour l'inégalité & gauche, on évalue l'intégrale ) %f(”“) (t) dt pour n = 2,

sachons que f(3) (z) = (1+ e 0, alors

x 2
/ %f@ (t)dt = 0.
O .



2
Avec une double intégration par partie de [ % f@) (t) dt, on obtient Iinégalité
a gauche,

1
Vz>~0,x—§x2<ln(1+x).

Donc 1 1 1
Vo - 0,2 — 53:2 <In(l+z)<z-— §m2 + gmg.
Pour les détails de 'intégration par partie de fow %Jf(‘l) (t)dt, on pose
3 2
-1 -1
uty = & 5 Vv =
v(t) = fO@) =01 =rP@®d.
On applique la formule de I'intégration par partie, on trouve
/ u(t)v (t)dt
0
T 3
—1
= / (z—1) @ (t)dt
0 n'

z—t)° 3
= [(m)f()(t)

T . 2
+ /0 L;“ £ (1) de
0
xT 2
= _%?fm (0)+/0 @f@) (t) dt

_ 2 Tz —t)” (3)
= 7§+/0 —5 f () de.

'De la méme fagon, on calcule l'intégrale fox #f(?’) (t) dt, jusqu’a trouver le
résultat final 1 )
Ve - 0,In(l14+2z) <z — 59:2 + §x3.

Exercise 2

1. En utilisant la division euclidienne par ordre croissant de 1 par le polynéme
2 — 22 + 25,0n obtient
1 1+x2+x4 $5+ (5)
— =4 — 4+ — — — 4o(z”).
2—x2+25 2 4 8 4

La formule de Mac-Laurin permet d’écrire

1
f(.fl)) - 2—{E2+.’L‘5
1 22 2t a2 5
= §+Z+§_Z+O($)



Vu l'unicité du polynoéme, et par identification termes & termes, on obtient

Loyl ey L
4!f4(0)—8,5!f5(0)— 1

D’ou
F0(0) =3, % (0) = =30.

1. f(#)=vV1+V1—z,20=0et n=>5.

En utilisant la table des DL au voisinage de 0, on a
1+Vi-=

= Vi+Vityy=-z

Le DL au voisinage de 0 a l'ordre 5 de y/1 4+ y est donné par

11, 1
VIdy=l4iy—ty2e Lyp o Dyiy sy o).

f(x)

2 8 16 128 256
Donc
1 1 1 ) 7
A gl ip s 23 24 L o5 5
v PR TR TR A
On pose z = —2x — 3y? — Lad — Boat — T a5 40 (2°), lim,02 =0, f(z) =

V2Fz2=2/1T+ 5,on poset = 5,lim, .ot =0, on obtient

11 1 5 7 .
= VoVi+t=V2[(1+2t— =2+ =t} — —t* + —¢° t°
/(@) VaviE ‘[< ottt st Tamet o)

1 1 1 5
2(1 2 3 4 5 5 2% =
f( 42 322 128Z 2048 i 8192Z ° (Z ) ’ N

15 21 429 2431
= 2(1 - Zp — 42 _ 3 _ 4 _ 5 5 _
\[( 57125 " T0m” " 3ames ¢ aemm® ToW@))m

Donc, le DL (5,0) de f(z) = V141 —x est

1 5 21 429 2431
Lt vVicz=va (1 co— 22 3 _ 4 5 )
tVi-w \[( 3" 138° 10m° et aemaa® To@)

2. f(z) =e3% 29 =0et n=4.
En utilisant la table des DL au voisinage de 0, on a, on pose y = 3z,
lim, .oy = 0.Le DL (4,0) de cosy est

Lo 1 4 5
cosyzl—iy T oY +o(y’).
Donc

9 , 81 4 5
cosSx:1—§$ +Bx +o(x).



On remplace dans e°*3?, on aura

e00s3T 617%z2+%$4+0(z5).
— 667%x2+%m4+0 z°
= ee”.
Avec z = —%mQ + %x‘l +o (:vs) ,lim, 0 2 = 0, et on utilise le DL (4,0) de e*,on
a
1 1 1
ez:1+z+§z2+6z3+ﬂz4+0(24).
Donc
. 9 27 9 81
eCOb?):E —e— 53326—"- 31‘464-0 (2135) ,z= _5332 + BLLA 4o (ZL'S)

1
3. De la méme fagon, on calcule les DLs de eViF=, on trouve

1 1 1
e\/ﬁ =e— §xe+§x26+0($2)

4. f(z)=vV2+V3+z,20=1letn=2.

On Pose y =z — 1,lim,_; y = 0.

flx) = 24+V3+z

= \/5\/1+\/1+z,avecz:%

Et on se raméne & la premiére fonction, et il suffit de le réécrire a ’ordre 2, on
trouve

f@)=2+ 51 -z @=17+o(@-17).

Exercise 3 En utilisant les DLs, calculer les limites

z2 cosxf(ea"fl)2 . N .. .
——=————— en passant directement & la limite, on trouve lim,_.q
sin® I ?

%, forme indéterminée. Pour lever cette indétermination, on utilise les
DLs a Dorigine et & un ordre qui nous permet le calcul de cette limite.
Les DL (2,0) des fonctions cosz, e” et sinz s’écrivent

z?cosx—(e*—1)%

1. lim,_,g e

1 1
cosx =1— §x2+o (as?’) ,et = 1+x+§:r2+o (zz) et sinx =z+40 (:c?’)
On remplace ces 3 DLs dans la fonction f, on obtient

flo) = 2% cosx 73(693 —1)°

sin” x

22 (1— 322 +0(2%) - (1+ 2+ 122 4+0(2?) — 1)2
(@ + o (22))°

3
= —1—195—1—0(:5).



En passant & la limite, on trouve

cos(lnz)—1

- limg g “(er—e)? ’

lim

z—0

22 cosz — (e — 1) _ 4

sin® x

en passant directement a la limite, on trouve lim, .1

cos(lnz)—1 __

(e —c)?

%, forme indéterminée. Pour lever cette indétermination, on utilise les
DLs a Dorigine et & un ordre qui nous permet le calcul de cette limite.
On utilise les DLs

1
lnx:ero(:c),cos:c:lf§x2+o(9:2) et e =1+x+o(x),

et avec un chagement de variable y = z — 1, on se raméne & l'origine, donc
on obtient

cos(ln(1+y))—1 cos(In(1+y))—1

lim = lim
y—0 (elty —e) y—=0  e2(ev —1)
_ —3y> +0 (%)
y—0 2 (y? +o(y?))
_ 1
N 2¢2
Donc
. cos(Inz)—1 1
r—1 (ew _ 6) 2e
limg %,en passant directement a la limite, on trouve lim,_ = 1(nﬂ(iir21;v))2 =

%, forme indéterminée.Pour lever cette indétermination, on utilise les D Ls
a l'origine et & un ordre qui nous permet le calcul de cette limite. On utilise
les DLs

1
Inz=xz+o0(x) et cosx:1—§m2+o(x2)

s

et avec un chagement de variable y = x — 7, on se ramene a l'origine, donc

on obtient
In (si In (si z
ing) il o+5)
s—3% (7 — 2x) y—0 4y
|
ln(l—%—?Jro(yQ)) 22
= ?}li% 1 7cosy:1—3+0(902)
) _7+O(y2) y2 y2
_ 20 Y N 2
= s ol te W) ) =g 4e )
= lim (-1+0(1))
y—0
_ 1
- <



Donc
In (sin z)

im 5
e—% (1 — 2x)

ol —



